Problema generale dell'elettrostatica:
Trovare ¢ ( e quindi E) in una regione spaziale,
nota la distribuzione di carica

Uso degli operatori differenziali:
E=-V¢

VE=L ,v. (wvg=L
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—Vip= _P eq.di Poisson

80
Sol. generale eq. di Poisson:
P(x,y,2)= pxyz)dxdydz
4re |r r|

0 volume

Spesso problema riformulato come:
Trovare ¢ (e quindi E) in una regione spaziale, note la forma, la posizione
e la carica (o il potenziale) dei conduttori presenti

Riformulazione necessaria perche' in presenza di conduttori
la densita' di carica non e' nota a priori ( < Induzione elettrostatica).

Escludendo le superficie dei conduttori, nelle regioni dove p=0:
V-E=0 E campo solenoidale, privo di sorgenti
—V’¢=0 eq. di Laplace

Eq. di Laplace: Eq. differenziale alle derivate parziali, di tipo ellittico
Noto il valore di ¢, o E, sulla frontiera della regione spaziale considerata
sotto condizioni 'poco’ restrittive:

Teo. di esistenza e unicita' delle soluzioni

Base del metodo delle immagini, utile nei problemi
con cariche puntiformi e corpi conduttori



Metodo delle (cariche) immagini:

Sostituzione del conduttore con insieme di cariche puntiformi
posizionate fuori dalla regione in cui si determina il potenziale,
e tali da produrre una superficie equipotenziale coincidente
con quella del conduttore stesso

Infatti: Teo. di esistenza e unicita' —
Pot. generato dalle cariche immagini + cariche vere

Pot. del problema originario, fuori dal conduttore

Es Carica puntiforme sopra piano conduttore
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— Unica soluzione!
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Es: Carica puntiforme e sfera conduttrice a ¢ =0

itan

g su asse x a distanza d dal centro della sfera

qimm = _yq

_ — @(P)=0 se P sulla sfera
4., SU asse x a distanza x dal centro della sfera} o(P)

1 q 3 yq ~0
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-y’ (d2 +R? —2dRcos6') =x"+R*—2xRcos @

Identita’ dei polinomi:
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| sol:banale g, = —¢g,coincidente con ¢ — ¢ =0 in tutti i punti
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En. potenziale elettrostatica per una carica puntiforme ¢
nel campo di una carica puntiforme ¢, a distanza r
1
U(r)= gL~ ic
dre, r
C arbitraria: scelta =0

q 1
—>U(r)=g—2=
(r) q4ﬂ€0 r
Lettura equivalente:
En. potenziale elettrostatica per una carica puntiforme ¢,

nel campo di una carica puntiforme ¢

En. potenziale di un insieme di cariche:
En. pot dij nel campo di i:
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Simmetricamente:
1 g

dne, r;

En. pot. effettiva della coppia:
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Considerando N cariche:
Y. g, q;
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Per un insieme di conduttori:

Distribuzione continua di carica:

Suddivisione ideale del volume carico in cellette




Ag, = p,Av, carica della celletta i —esima

1 1 Y, Ag, RN
47:302; @ ]Z; Ty 47:802; 7
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_)U(x’y’z):IP(X',y',Z')¢(x',y',z')dx'dy'dz'
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U : lavoro speso per assemblare la distribuzione finale
da elementi infinitesimi, inizialmente a distanza infinita

Esempio: Distribuzione sferica di carica
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p=—1 9 _p

4 g ATER 3¢,

3
Teo. di Gauss:
r<R:
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En. potenziale:
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Coordinate sferiche:
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Es.: En. elettrostatica in un condensatore sferico, sfere a potenziale fisso

E = q > fra le armature
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Es.: Raggio classico dell'elettrone
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En. spesa per caricare un condensatore:

Trasporto di carica da un'armatura all'altra

Sottrazione di carica +va da armatura n. 1 — Accumulo di carica —va
Aggiunta di carica +va ad armatura n. 2 — Accumulo di carica +va

— Comparsa di una ddp fra le armature

'

Ad un istante qualsiasi durante il processo: ddp = V':%

Armaturan. 1: —dq'
Armatura n. 2: +dq'

—>dW =V'dq' =%dq' lavoro elementare

q ' 2
—>W=jidq'=lq—=lcv2
) 2C 2

Lavoro totale = En . potenziale elettrostatica, immagazzinata...

Fra le cariche +ve e —ve sulle armature...
...oppure...
...Nello spazio fra le armature, dove c'e' un c. elettrico

Descrizioni equivalenti in elettrostatica, non in elettrodinamica



Bilancio energetico e forze in elettrostatica

1) Condensatore piano a g costante:
2 2

_4 _ 4
20 2¢,S8
Variazione della distanza:
2

dU, =—L—an
2¢,S

2
dW =—-dU, =——1—dh = Fan
2¢,8
2 2 2

sF=—t -9 - % g

26,8 2687 2
Generalizzazione 3D:

die —-F=-VU,

F=-

2) Condensatore piano a V costante:
2 2

_4 _ 49
“T2C 2¢,S

Variazione della distanza:

dU, = d(l cvz) ~Lyvac
2 2

dc =d(%)=—ﬁdh

hZ
U, =2y 8 g
2 h
2
—>F:—dUe =— —lvzﬁ -+ 5
dh 2 h 2¢,

Come prima, ma col segno opposto: ??7?



Attenzione:
a V costante occorre collegare un generatore alle armature

— Durante lo spostamento la carica varia
— Movimento di cariche — Lavoro del generatore

dQ =VdC —> dW =—-VdQ = -V *dC = —(—vz i‘l)—fdhj
- d_W — V2 ﬁ
dh h?
Per F occorre la derivata rispetto allo spostamento
di tutta 'energia del sistema:

F :_(dUe +d_W] :_K_lvzﬁ_ﬂﬂ ﬁj

dh | dh 2 R
2
SF=—Lly2 &S T ¢ ok
20 W 2e,

Pressione elettrostatica:
F 2
L D

s 2¢ 2"

Risultato generale, dipende solo da E
Non dipende da distribuzione di carica ne' forma delle armature



Densita'di energia del c. elettrostatico:
1) Condensatore piano

A WA 2
UEleVZ 1 g, EAve 1€2dV 1 - Ad V2
2 2 d 2 d 2 Vo|umed

E2

U, 1

—>u, = =—¢,E* densita' volumetrica di energia elettrostatica
volume

2) Caso generale
1
Up =7 j podv

V2¢):—€£eUE:—i [ (vp)gav

tutto lo spazio

|dentita' vettoriale:
6(V’9)=V-(¢V9)—(Vo)

SU, = ——jv¢¢dv_3° [ v@E)av+2 [ Eav

tutto lo spazio tutto lo spazio
| termine:
Integrazione su una sfera di raggio R, poi limite per R — o
Teo. della divergenza:
[V-(¢E)aV = gE-hdx
Vi T
Distribuzione di carica entro un volume finito:

1 1 1
erR—>oo:ppox— Eox—.F xR — | gE-AdX < —
p Goc— Eoc—s j¢> -

%Ilel_l;rolov V-(¢E)dV =0
— Resta solo il Il termine:
U = [ Eav

tutto lo spazio

—u, = ‘g—zoE2 densita' volumetrica di energia elettrostatica



