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Equazioni d’onda inomogenee

Per i potenziali sappiamo che, nel gauge di Lorentz, valgono
le equazioni d’‘onda:

139 _ p
Ap— i
v ¢ ot’ £,
1 0°A i
AA_02 ot* ~

con le soluzioni “alla Poisson” viste a suo tempo. Le equazioni
SONo non omogenee (termine noto), quindi:

Integrale Generale= Int Gen Omogenea+ Int Particolare
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Carica puntiforme - I

I calcoli che faremo NVON contengono approssimazioni

Consideriamo il caso di una carica puntiforme.
e Se g e’ statica, ossia indipendente da &

p(x')dx'=go(x' —x,)

(0(X)= 1 J‘p(x')dx.: 1 jqd(x'_XO)dX'
4re, ‘X —X' 4re, ‘X —X'
. 11 I
9 P(x)= Are, ‘X—XO‘
AX)=0
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Carica puntiforme - II

e Se ge’ in moto, allora avremo in generale:

',t
{0(1’,1‘)2 1 J‘p(r 'r)dl"
4ng, * |r-r t=t-(/r-r'/ )/
i (1.1 quindi r’ dipende
A(r,t): s j‘](r r)dr' aat
4z’ |r-r'

dove ¢ e’ il tempo ritardato.

La difficolta’ nel calcolo di ¢ ed A sta nel fatto che ¢ non e’
un tempo fisso: tutti gli istanti precedenti a ¢ concorrono

a determinare il potenziale a £ Quindi il volume sul quale

si fa l'integrazione su r’e’ difficile da definire, perche’...
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Carica puntiforme - III
In questo caso le densita’ di carica e corrente si scrivono:
p(r.t)=q8|r—x(r)]
j(r,z)= qv§[r—x(t)]

il che porta alla seguente espressione per i potenziali:

go(r,t) _ 4;8 J.qé'[r '— X‘E.t-—r"r—r' /c):l IR
A(r,1)= :‘;IQV5["""‘£;"'“" /C)]dr'
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Carica puntiforme - IV

L'espressione trovata e’ difficile da integrare, perche’
t =t-(/r-r’/ )/c, quindi r’dipende da & occorre cioe’

conoscere la traiettoria della carica punto per punto.
Per semplificare le cose, si ricorre ad una apparente
complicazione: s/ cambia lintegrando in

qé‘[r'—x(t—‘r—r'/c)] ) qé‘[r'—x(t')}

r-r' r-r'

5[t'—(t—‘r—r'

/e)]

aggiungendo ovviamente un’integrazione su t.
Questo in realta’ semplifica molto le cose...
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Carica puntiforme - V

Infatti:
@(r,t)= 4;8 _[a’t 'j q5[|rl::'|(t )] 5[t'—(t—|r—r'|/c)]dr'
R e e A )

B P (r=|r—x(t'
%qo(r,t)—émg()jdt ‘r-x(t')‘é[t (t ‘r X(¢ )‘/c)]

B 0 P I (t=|r —x('
aA(r,t)—émggjdt ‘r-x(t')‘é[t (t=fr—x)|/c)]

16/04/2003 E.Menichetti 7



Carica puntiforme - VI
Proprieta’ della o:

5[ f(%)] =i5§;_x")
ox|,

Nel ns caso, chiamato £*lo zero dell’ argomento:

S[r-(r-le-r()fe)] =5

at
fay=t—(t=r-r(t)|/c)

t=t"+r—r(t)/c
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Carica puntiforme - VII

II denominatore si calcola con la regola della derivata
di una funzione composta per il tramite di piu’ variabili
(in questo caso, te’ una funzione di t’tramite x(t)...):

ai:l—th-dX
ot' dt'

i T e 1
of dx =

' l—tho ; 1_ r X(t) + l_v
ot dt C‘r_x(t.)‘ v(t)

t=t'+r—r(t')|/c
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Carica puntiforme - VIII

Introducendo i vettori

L ToX() Versore della direzione
I r—x(¢Y| | puUnto-campo—punto-carica a t ritardato
dx
v=—~=bc | Velocita’ della carica al tempo ritardato

si trova |'espressione finale:
1 q
47, (1—hep)|r —x|

Q(r,t) =

r=t"+r—r(1")|/c

Ar,1) =2 /A7 Potenziali di Lienard-Wiechert

47 (1-heB)|r —x|

t=t"+r—r(t')|/c
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Moto uniforme - Campi

Dai potenziali si ricavano i campi:

. 1 W(l—vz/cz)
= 4e 2 s S
- [W (l_v e )Sm ®] Significato di w:
Bo Ll owp e’ la posizione attuale
10T della particella rispetto al

punto campo

Le linee di E, come si vede, non sono isotrope
Le linee di B sono simmetriche intorno a v.
In questo modo si ritrova la legge di Ampere
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Carica accelerata - Campi

Le espressioni per i potenziali di Lienard-Wiechert trovate
prima sono generali; tuttavia per ricavare i campi le cose
sono piu’ complicate quando la carica e’ accelerata.

Il risultato e’ il seguente:

E(r,t):4q ! 3<(11—|3)(1—(v/c) )+ﬁX|:(ﬁ_B)XV':|

2
‘X—ﬂ ‘X—ﬂ

S I lt=t'+r—r(t")|/c

B(r,t):izﬁxE
c

t=t'+Hr—r(1")|/c

in cui xe’ la posizione della particella al tempo ritardato
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Vettore di Poynting - VR

Nel limite non relativistico f—0, le formule precedenti
Si scrivono:

I} vettore di Poynting:

S=*0g xB,, =k
47 Arx
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Potenza irraggiata - VR - 1

La potenza irraggiata per unita’ di angolo solido si trova
nel solito modo:

dap _ g
1 b rad
dQ ="+ )|/ 4 t=t"+{r—x(r")|/c
2
L 6fll;zq3€2 ‘nx(ﬁxv )‘2 1l
0 t=t'+r—r(t")|/c

Questo si puo’ scrivere, essendo @ I'angolo fra accelerazione
e direzione di propagazione:

dP _ g’
dQ ~ 647°€’

S e
V[ sin’ @
t=t'+r—r(t")|/c
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Potenza irraggiata - VR - 11

La formula precedente mostra una totale rassomiglianza
con quella per la radiazione di un dipolo:

2 _4
s ,uopoza) sin” @
dQ 327w c

La potenza irraggiata totale si ottiene integrando su tutto

I'angolo solido, e viene:
2

q . |2
i 3 M
O7E, C
Questa e’ la formula di Larmor per la potenza emessa
quando la velocita’ €' bassa in confronto a ¢

t=t"+Hr—r(t') /c
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Potenza irraggiata - R -1

Le cose cambiano un po’ se il moto della carica e’

relativistico. In effetti, la formula di Larmor si puo’

scrivere:
2 2

il I
=iex(t)fe 677, m’C’

2

dp dp
dt dt

5|

O7e, C

t=t"+r—r(t')|/c

Nel cercare un’estensione relativistica, si deve sostituire

il fattore non invariante con uno invariante:
dp _dp”

N\
Vd

dt dr
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Potenza irraggiata - R - 11
Quindi:

q
P =
67E,m’C’

2

dp” dpﬂ
drt drt

t=t'+r—r(t')|/c

in cui p“ e’ il 4-impulso e dr e’ I'elemento di tempo proprio.
Usando

E =ymc®,p = ymv = ymPc

P puo’ essere espressa Come:

p= 6?2'8 7 [(p)z L (px[})z} Formula di Lienard

0
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