Risposta di circuiti elementari a segnali a impulsi:
Ingressi impulsivi 'tipici”:
Modelli ideali conformi - approssimativamente - a molte situazioni reali

Sfortunatamente: difficili/impossibili da trattare a mezzo trasformata di Fourier

Gradino (di tensione o corrente) Delta (di tensione o corrente)
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Problema generale:

Formalismo delle trasformate di Fourier ( — Impedenze complesse)

applicabile quando gli integrali convergono — TdFesiste

Funzioni come quelle citate (per altro interessanti e utili): Escluse

— Estensione: Trasformata di Laplace

Inizialmente: metodo non rigoroso ma intuitivo



Circuiti 'integratori' e 'derivatori'":
Proprieta’ caratteristica di produrre in uscita integrale o derivata

(approssimati) dell'ingresso

R
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C1 I: Derivata approx di V
—— VC: Integrale approx di V
C VR: Derivata approx di V
o
N C
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. 47 | T _ IR: Integrale approx di |
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Euristicamente (< Senza pretesa di rigore):

Circuito serie

Vm:iR+VC:iR+%

Se si potesse derivare ovunque:

dv. i
Do _g_gdi 1
dt dt C
t =0 escluso per discontinuita', tuttavia:
0 t<0

i(r)= s ; i(0)?7?

i(0)e ¢ >0
Segnale di ingresso a gradino: molte componenti a frequenza diversa
Spettro delle frequenze rilevanti diverso in diversi intervalli di tempo
Per t — oo: Segnale costante — @~ 0
Per + — 0: Rapida variazione — @ ~ oo
— Non rigorosamente :

‘ZC‘—WO per t —> oo,

ZC‘—>O pert—0

Vv
_)iNE pert -0, i~0 pert— oo

0 <0
—ilt)= _t
() Ke RC t>0
R
0 t<0
VeD)=i()R={ .
Ve RC€ t>0
t 0 t<0
i(t')dr Y
VC(Z‘)ZQ:J;LZ V(_Rc)eRtC
C C R

0 =V(1—e”j t>0
C

1> RC:V,(t),i(r) ~ derivatadiV,
t < RC:V,.(t)~ integrale di V,,



In che senso?
Derivata di H (1)=0 pert+0; pert=0?
Gradino: limite di una successione di funzioni continue

come nella figura:
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Derivate nell' intorno dell' origine:
Successione di impulsi rettangolari di durata decrescente
e altezza crescente (area costante)

— Limite ~ & (1)
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— Se V,, fosse derivabile in 0, e se §(7)fosse una funzione:

dv.
—=0(t
-=0(1)

[ 8=,

Circuito parallelo: simile
V dQ VvV c dv

. =i, +i. > =—+—=—+C—
in R C in R dt R dt
[ 0 <0
—V(t)=V(=)|1-e € |- t
IR| 1—e RC t>0

Notare:

t

l—e e - t«RC
RC

'Rampa lineare' ~ J. gradino

t

e kC ~0, t>RC

'8 ~ derivata( gradino)



Risposte di integratore (azzurro) e derivatore (giallo) a un ingresso a step (viola)
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Risposte di integratore (azzurro) e derivatore (giallo) a un ingresso a d (viola)
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Derivatori e integratori :

caratteristica indipendente dal segnale di ingresso

Proprieta' approssimata:

Integratore, derivatore ideali non realizzabili con circuiti passivi

~ realizzabili con amplificatori operazionali



Trasformata di Laplace: Generalizzazione della TdF
X (w)=F|x(1)] =Tx(t)e_j“”dt

X (o) esiste se :

T‘x(t)‘dt < oo

Molti casi non soddisfano la condizione: Es funzione a gradino
Estensione:

x(t) > x(t)e™

+o0 +oo +oo

I x(t)e " dr — Tx(t)e_me_j“”dt = I x(t)e " dr = I x(t)e™"dt

—oco —o0 —oco

s =0+ jw frequenza complessa

Trasformata di Laplace:

“+o0

X(s)=L[x(r)]= I x(t)e™"dt

Funzione di variabile complessa definita nel piano complesso:
asse x: Re(s)=0
assey: Im(s)=w

Trasformazione inversa:

+o0

X(s)= j x(t)e_(ﬁjwﬁdt = T[x(t)e_‘" }e_j“”dt

—oco

—x(t)e™ zi__[X (s)e"dw— x(t) zi:‘;X (s)e" e "da

da):d—fY
J
%LTX( ) (o-+ja))tda) LUHW ( ) (U+ja))td
27 2 2xj



Forma piu' usata:

+00

X (s)= [ x(r)edr

0
Integrale solo su # > 0: TdL unilatera

Regione di convergenza:

Parte del piano complesso in cui X (s) esiste

Es.:
T ] e
x(t) =e¢ " = f e e dt=—— o latotiv)
0 ato+ jw 0
Convergenza:a+o0>0— 0> —a
1
X (s)=
X ()=
Caso limitea =0 — x(1)=H (t) — X(S):l
s

Es:
x(t)=6(t—T)
—X(s)= [8(t=T)edr=e"

0

Caso limite: 7 — 0
x(1)=6(1)— X (s)=1

Osservazioni:

1) TdL della H () : Dominata da frequenze basse

«— Nel dominio del tempo ~ costante, tranne che nella transizione

2) TdL della ¢ (t) : Uniforme in tutte le frequenze

«— Nel dominio del tempo 'solo transizione', niente intervalli in cui €'

~ costante



Es:
x(t) —=e¢ ¥ +e ' cos3t

—x(t)=e? +e’ e ™ e 4 L -3y +%e(1;’3)z
T 1 e 1 g
X — —2t 2 (14 j3)¢ 1 { ﬂ),}é“d
= x()= [lerget :
Convergenza: o > —1
= X(5) =y
s+2 25+(1+]3) 2s+(1—]3)
25 +5s+12
X =
- (s) (S2+2S—|—10)(S—|—2>
Osservazione:

TdL ~ formalismo per soluzione eq. differenziali
Condizioni iniziali?? Possono essere prese in considerazione facilmente

Caso interessante: TdL della derivata prima

daf *
LI~ =sL[f]-f(0")
Infatti:
Gl [
Har _[dte a
Integrando per parti:
d —st|* 1 —st +
Ld—]: = F(0)e | s [ £ () dr=—7 (07) 4 5L[F (1)

0
assumendo che lim( f (t)e*”) =0

t—00



Esempi di coppie Funzione-Trasformata di Laplace di uso frequente

Common Laplace Transform Pairs

Time Domain Function Laplace Domain
Name Definition* Function
Unit Impulse o(1) 1
" 1
Unit Step y(t) =
s
) 1
Unit Ramp t 5
e
, 2
Parbola t -
S
, 1
Exponential ? B
s+a
Asymptotic l (1-e™) 1
Exponential a s(s+a)
1 1
Dual Exponential e —e™ P —
i a ) (s+a)s+D)
Asymptotic Dual L 1+ 1 be ™ —ge~™ 1 B
Exponential ab| a- ( ) s(s+a)(s+b)
Time multiplied w 1
Exponential re (s+a)’
. ®
Sine sin(@,t) —
$° + @,
3
Cosine cos(@m,t) —
"+,
Decaying Sine e sin(®,t) ..
’ (s+a)’ + @
: : - s+a
Decaying Cosine e cos(m,t)

(s+a)" +w,




Proprieta’ fondamentali della TdL derivabili dalla definizione

Common Laplace Transform Properties

Name Illustration
f(t)«E=>F(s)
Definition of Transform =
F(s) = [ _f(t)e™dt
Linearity Af, (D) + Bf, (1)« AF,(s) + BF,(s)
First Derivative @@ et 55F(s)- f(07)
dt
Second Derivative d;j{ Z(t) «£E55F(s)-sf(07)— f (07)
n™ Derivative | df "(t) «E55"F(s) - V‘ s™ f “Do7)
1-1
Integral [ fWdreisirs)
s
Time Multiplication gf(r)@—dz(s)
s
Time Delay f(t—a)y(t—a)«=—>e F(s)
y(t) 15 umt step
Complex Shift f(He™ «*—>F(s+a)
Scaling j{ r )(LMF (as)
a
Convolution Property [(O* f,()«E> F(5)F,(s)
Initial Value lum f(7) = hmsF(s)
Final Valu 1 =l
(af final valu: eJ:st:) %ng(t) EI—I}(}SF(S)




TdL: Ulteriore formalismo per la soluzione di eq. differenziali

Piu' generale di molti altri

Applicazione ai circuiti:

a) Capacita'

) dv(t
l (f ) =C #
—I(s) CL#%zzQV@)
Z.(s)= V() 1 Impedenza generalizzata della capacita' C
1 (s) sC

assumendo tensione iniziale nulla sulla capacita' (v. prima cond. iniziali)
b) Induttanza

di(1)
= L—
v(r) "
Segno +: v(t) tensione ai capi di L — opposta a fem autoindotta
—>V(s): LL diT(tﬂ = Ls[(s)

— Z, (s) = sL Impedenza generalizzata della induttanza L

assumendo corrente iniziale nulla nell'induttanza (v. prima cond. iniziali)
c) Resistenza:

— Zy(s)=R

Impedenze generalizzate: utilizzate come le impedenze complesse

Ma: funzioni della frequenza complessa s

— Generalizzazione delle leggi di Kirchoff



