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( ) ( )

Trasformata di Laplace: Generalizzazione della TdF

 esiste se 

Molti casi non soddisfano la condizione: Es funzione a gradino

Estensione:

j t

t

j t

X F x t x t e dt

X

x t dt

x t x t e

x t e dt x t e

ω

σ

ω

ω

ω

+∞

−

−∞

+∞

−∞

−

+∞

− −

−∞

= =  

< ∞

→

→





 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

  frequenza complessa

Trasformata di Laplace:

Funzione di variabile complessa definita nel piano complesso:

asse :  Re( )

asse

j tt j t st

st

e dt x t e dt x t e dt

s j

X s L x t x t e dt

x s

σ ωσ ω

σ ω

σ

+∞ +∞ +∞
− +− −

−∞ −∞ −∞

+∞

−

−∞

= ≡

= +

= =  

=

  



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

 :  Im( )

Trasformazione inversa:

1 1

2 2

1 1

2 2

Forma  piu' usata:

j t t j t

t j t j t t

j

j t j t

j

y s

X s x t e dt x t e e dt

x t e X s e d x t X s e e d

ds
d X s e d X s e ds

j j

X s x t e

σ ω σ ω

σ ω ω σ

σ
σ ω σ ω

σ

ω

ω ω
π π

ω ω
π π

+∞ +∞
− + − −

−∞ −∞

+∞ +∞

− + + +

−∞ −∞

+ ∞+∞
+ +

−∞ − ∞

=

 = =  

→ = → =

= → =

=

 

 

 

( )

0

Integrale solo su 0 :  TdL unilatera

Regione di convergenza:

Parte del piano complesso in cui   esiste

st
dt

t

X s

+∞

−

>


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0
0

2

3 3
1 3 1 32 2

1 3 1 32

Es:

1

Convergenza: 0

1

Es:

1
Caso limite 0

Es:

cos3

1 1

2 2 2

1 1

2 2

a j tat at st

t t

j t j t
j t j tt t t

j t j tt

x t e e e dt e
a j

a a

X s
a s

a x t H t X s
s

x t e e t

e e
x t e e e e e

X s e e e

σ ω

σ ω

σ σ

+∞
∞− + +− − −

− −

−
− + − −− − −

− + − −−

= → =
+ +

+ > → >−

→ =
+

= → = → =

= +

+
→ = + = + +

→ = + +

∫

( )
( ) ( )

( )
( )( )

0

2

2

Convergenza: 1

1 1 1 1 1

2 2 1 3 2 1 3

2 5 12

2 10 2

st
e dt

X s
s s j s j

s s
X s

s s s

σ

∞
− 

 
  
>−

→ = + +
+ + + + −

+ +
→ =

+ + +
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Esempi di coppie   Funzione-Trasformata di Laplace di uso frequente 

 

 

 

 

 

 

 



Proprieta’ fondamentali della TdL derivabili dalla definizione 
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( )

( )

( )
( )
( )

TdL: Ulteriore formalismo per la soluzione di eq. differenziali

Piu' generale di molti altri

Applicazione ai circuiti:

a) Capacita'

1
  Impedenza generalizzata 

C

dv t
i t C

dt

dv t
I s C CsV s

dt

V s
Z s

I s sC

=

 
 → = = 
 

→ = =

L

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

della capacita' 

b) Induttanza

  

Segno +:   ai capi di L opposta a  autoindotta

  Impedenza generalizzata della induttanza 

c) Resistenza:

Imped

L

R

C

di t
v t L

dt

v t tensione fem

di t
V s L LsI s

dt

Z s sL L

Z s R

=

→

 
 → = = 
 

→ =

→ =

L

enze generalizzate: utilizzate come le impedenze complesse

Ma: funzioni della frequenza complessa 

Generalizzazione delle leggi di Kirchoff

s

→
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( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

Da proprieta' elementari TdL:

1
' '

Impedenze generalizzate di  e :

1
= =

= =

 

Derivatore e Integratore ideali

Circuiti pratici: Approssimazioni

Circuiti c

L

L

t L

C C C

L L L

x t X s

dx
sX s

dt

x t dt X s
s

L C

V s Z s I s I s
sC

V s Z s I s sLI s

↔

↔

↔

→

→



on 1 elemento reattivo: I ordine  

 

                       

 

Per brevita’, solo circuito RC serie: altri (RC parallelo, RL serie e parallelo) del tutto 

simili. Grafici rilevanti: v. lezione precedente su trattamento ‘euristico’  



( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

0
0

0
0

0

Risposta al gradino:

Variabile di uscita: tensione su 

TdL:

1

1

1 1 1

1 1

1 1 1

1,

1

1

in in

out in

out

V
v t V H t V s

s

C

V A BsCV s V s V
s sCR s sCR

R
sC

A sCR Bs s ACR B A

s sCR s sCR s sCR

B
A A B CR

CR

CR
V s V

s sCR

= → =

 
= = = + 

+ + +

+ + + +
= =

+ + +

→ = = − → = −

 
→ = −

+

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

1 1

1

Anti-TdL:

e

Come atteso:

  Integrale approx di 

t

CR
out

out in

V
s

s
RC

v t V H t

t
t RC v t V v t

RC

−

 
 

= − 
  +

 

 
→ = − 

 

→ ≈≪
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( ) ( )

( )

( ) ( )

0 0

0

0

0

Risposta alla :

TdL:

1
1

1 1

Anti-TdL:

e

Come atteso:

  Integrale approx di 

in in

out in

t

CR
out

out in

v t V t V s V

sCV s V s V
sCR

R
sC

v t V

t RC v t V v t

δ

δ

−

= → =

= =
+

+

→ =

→ ≈≪
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( ) ( )

( )

( )

0
0

0
0 0

0

Risposta al gradino:

Variabile di uscita: tensione su 

TdL:

1

1 1 1 1

Anti-TdL:

e

Come atteso:

0  Derivata approx di 

in in

out in

t

CR
out

out

V
v t V H t V s

s

R

VR sRC RC
V s V s V V RC

s sCR sCR sCR
R

sC

v t V

t RC v t v

−

= → =

 
= = = = 

+ + + +

→ =

→ ≈≫ ( )in t
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

0 0

0 0

0

Risposta alla :

TdL:

1
1

1 1 1

Anti-TdL:

e

Come atteso:

0  Derivata approx di 

NB Derivata  di ?? 'Doppietto di Dir

in in

out in

t

CR
out

out in

v t V t V s V

R sCR
V s V s V V

sCR sCR
R

sC

v t V t

t RC v t v t

t

δ

δ

δ

δ

−

= → =

 
= = = − 

+ + +

 
→ = − 

 

→ ≈

→

≫

ac'

 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

Moltiplicata per una funzione  e integrata produce :

'

t

t

dx
x t

dt

dx dx
t x t dt x t t t dt

dt dt
δ δ δ

=

+∞ +∞
+∞

−∞
=−∞ −∞

= − = 
 



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0
0

0
0

0 0

Risposta a impulso rettangolare: Ampiezza , larghezza 

Variabile di uscita: tensione su 

TdL:

1 1
1 1 1

1

sT

in in

sT sT

out in

V T

V V
v t V H t H t T V s e

s s

R

VR sRC RC
V s V s e V e

s sCR sCR
R

sC

RC R
V V

sCR

−

− −

= − − → = −  

 
= = − = −  

+ + +

= −
+

( ) 0

1

Anti-TdL:

e e ( )

sT

t t T

CR CR
out

C
e

sCR

v t V H t T

−

−
− −

+

 
→ = − − 

 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 0
0

0

0 0

Risposta a impulso rettangolare: Ampiezza , larghezza 

Variabile di uscita: tensione su 

TdL:

1

1
1

1 1

1 1

1 1

Anti-TdL:

sT

in in

sT

out in

sT

o

V T

V V
v t V H t H t T V s e

s s

C

VsCV s V s e
s sCR

R
sC

V V
e

s sCR s sCR

v

−

−

−

= − − → = −  

= = −
+

+

= −
+ +

→ ( ) 0 1 e ( ) 1 e
t t T

CR CR
ut t V H t T

−
− −  

= − − − −  
   
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Circuito oscillante: risposta al gradino 

2 elementi reattivi: circuito del II ordine 

                                     

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2

2

2

2

0
0 0

2 2

1

1 1 1

1

1

1

1

1

1 1

out in in

in out

Z s R Z s

L
sL

sLsC CZ s
s LC

sL sL
sC sC

sL
Z s R

s LC

sL

sLs LC
V s V s V s

sL R s LC sLR
s LC

V L
V s V s V V

s ss
RLC s RC s

LC RC RC LC

= +

= = =
++ +

→ = +
+

+→ = =
+ ++

+

= → = =
     + + + +       

�

�
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0 0

0 0 0 2 2
2 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0 0

0

0 0 0 02 2

0 0

1 1 1
, 2

2

1 1
2

1 2

Radici del denominatore:

1

) 1  Smorzamento critico

1 1
2 2

out

out

out

L
K K

R C RCLC

V s V V K
s s K s

RC s
RC LC

s K K K K

a K

s s

V s V K V
s s

v t

ω ω

ω

ω ω

ω ω ω ω ω

ω

ω ω

ω ω

±

+ −

≡ ≡ → =

→ = =
  + + + +   

=− ± − =− ± −

=
= =−

→ = =
+ +

→ 0 0

0 0 0 02 2
t t

V K te V te
ω ω

ω ω
− −= =
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( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

0 0 0 0

0 0
2 2

0 0

2 22 2
0 00 0

2 2

0 0

2 2

0

) 1  Smorzamento 

1

1
2

1 1

1

1 11 1

0

1 1 1

1 1

out

b K

s K K K K

V s V K

s K K s K K

A B

s K K s K Ks K K s K K

A B B A

A K K B K K

A K K K K

ω ω ω ω

ω

ω ω

ω ωω ω

ω ω

ω

±

>

=− ± − =− ± −

→ =
   + + − + − −      

= +
    + + − + − −+ + − + − −      
+ = → =−

− − + + − =

→ − − − − −

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )2 2
0 0

2

0

2 2

0 0
0 0 0 0

2 2

0 0

2

0
2 2

0 0

1 1
2

0

2 1
1

2 1 2 1

2 2
1 1

1 1
4 1

1 1

( ) 4 1

out

out

K K t K K t

out

K
A

K K

V s V K V K
s K K s K K

V s V K K
s K K s K K

v t V K K e e
ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

− − − − + −

− = → =−

− −
−

→ = +
+ + − + − −

 
 
 → = − − + − − + + −  
 
 → = − −  

 

        

1 2 3 4 5 6 7 8 9

-0.5

0.5

1

1.5

t

vout



( )
( )

( ) ( )
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( ) ( )

2 2 2 2

0 0 0 0

0 0
2 2

0 0

2 22 2
0 00 0

2 2

0 0

) 1  Oscillazioni smorzate 

1

1
2

1 1

1

1 11 1

0

1 1 1

out

c K

s K K K i K

V s V K

s K i K s K i K

A B

s K i K s K i Ks K i K s K i K

A B B A

A K i K B K i K

ω ω ω ω

ω

ω ω

ω ωω ω

ω ω

±

<

=− ± − =− ± −

→ =
   + + − + − −      

= +
    + + − + − −+ + − + − −      
+ = → =−

− − + + − =

→

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )2 2
0 0

2 2

0
2 2

0 0

2 2

0 0
0 0 0 0

2 2

0 0

0

2 2 2

0 0

1 1
0

2

1
1 1 1

2 1 2 1

2 1 2 1
2 2

1 1

1 1

1 1 1

( )
1

out

out

K i K t K i K t

out

i
A K i K K i K A

i K K

i i

K K
V s V K V K

s K i K s K i K

iV K
V s

K s K i K s K i K

iV K
v t e e

K

ω ω

ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

− + − − − −

 − − − − − = → =− =   − −

− −
→ = −

+ + − + − −

 
 
 → = − − + + − + − −  

→ = −
−

( )0 2

0 0
2

2
sin 1

1

KtK
V e K t

K

ω

ω
−

 
  = −  − 
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