Momento angolare:

N N
L= ZLi = Zrl. xp,.r; riferiti all'origine
i=1 i=l1
N
% — rl XE(ext) _|_rl XE(mt) _ rl XE(exl) _|_l.l XZE(])
!

J=L
J=i

Sommando su tutti i punti:

% — M £33 <Y

i=l j=I,
Jj=i

r XFi(J') _|_l.j XFJ@ =, XFi(J') _l.j ><Fl.<j> :(l.l —l’j)XFi<j>

F | (1} —rj) < Stessa linea d'azione

N N .
HZZI.Z XE(J) —0

i=1 j=l1,
Jj=i

AL e
dt

Il equazione cardinale della dinamica dei sistemi
M'“) =0 — L = cost

— Conservazione del mom. angolare totale

per i sistemi isolati

Il eq. cardinale scritta in varie forme equivalenti:

Differenze dipendenti da scelta del polo



Polo nell'origine: scelta particolare, non obbligatoria

Momenti riferiti a polo generico P, anche in movimento:
" "

I =I =1V, =V,—V,

—L,"=r, 'Xpi':<ri_rP>><mi<Vi_VP>

'_
—L,'=L, —r,Xmv, —r, Xmv, +r,Xmv,

Sommando su tutti i punti:

ZLi': ZLi—rprmivi

i=1,N i=1,N i=1,N

—Z r,Xmyv, + erxml.vp

i=1,N i=1,N
'_
—L'=L—-r,xP—r,, xMv,+1r,xMv,

—L'=L—r,xP+(r, -1, )xMv,

Se P = fisso:
V,=0—L'=L—-r,xP
—L=L4+r,xP=L"+ #)
SeP=CM :

V, =V, —L'=L~-r,, xP
—L=L4+r,, xP=L'+L,,



Mom. angolare totale:
somma di quello dovuto al moto del CM e di quello dovuto

al moto del sistema rispetto al CM

dL _dLg, | dL'_
dt dr dt

M(ext)

Nel riferimento del CM:
L., =0
JL'
T ar
Il Eq. cardinale nel riferimento del CM
—M“)'=0— L'=cost

Conservazione del mom. angolare per sistemi isolati

_ M(ext) .

nel riferimento del CM

Esempi:
Sistema solare

Atomo



Complessivamente:

(ext) __ .
F = E = MaCM

M === mom. rispetto a riferimento inerziale

dt
oppure
dL'
M = —- mom. rispetto a CM
t

Equazioni cardinali della dinamica dei sistemi



Primo teorema di Konig:

L:Zrixpi

i=1,N
—~L=r,, xMv,, +L'=L_, +L'

Scomposizione del mom. angolare totale

Secondo teorema di Konig :

va

le

Teorema del lavoro e dell' energia cinetica:
dv,
dt

i dl‘ _F(ext) dl’ _l_F(mt) dl’ _dW(ext) _|_dW(znt)

l

dv,--ﬁzvi -dv,
dt

— d[% mivin — dW/i(ext) _I_dW/l(mt) N W(ext) —|—W mt AEl

Sommando su tutti i punti:

w e —I—W(i"t) = AE, (+ lll principio non annulla il lavoro interno)

Zm = Z <CM+V)

le le
ZmVCM—I— Y omyiE) myv, v,
llN llN i=1,N
=0
1
— E, =—Mv}, += va
2 21 =1,N

Scomposmone en. cinetica totale



Applicazione | teorema di Konig

Mom. angolare di una coppia di punti rispetto al loro CM

r = mx, +m,r,
M —
m, +m,
r'—r —r _r_m1r1+m2r2_m2<rl_r2>_ m, r
. =L Ty =1 — = 12
. m, +m, m, +m, m, +m,
- _m1<r2_r1>_ ml(l'l—l'2>_ m,
I, =0 =Ty = - - I,
m, +m, m, +m, m, +m,
' . _ m2 N ' mlmz —
Vi=V1—Veu = Vo =P = Vio = MV
m, +m, m, +m,
—> <
U _ _ ml N v mlmz - _
Vo =V, = Vo = Vo =P, = Vipo = —Hp Vi = =Py
m, +m, m, +m,
mm . .
ft,, =——2— massa ridottadile 2
m, +m,
m m
" l ' ) " 2
— L'=r%Xp, +r,Xp,'= rp XUV +|— I, X(_Mlz"lz)
m, +m, m, +m,
m m
" 2 1 _
— L'=r,Xu,v, =T, XU,V
m +m, m+m,

Esempi di massa ridotta
mm,  1.67510771.672107"

Neutrone-Protone p, =

mm,  9.11107"'.67107
m,4+m, 911107 +1.67 107

Elettrone-Protone p,, =

m,+m,  1.675107 +1.6721077

e

2

Q

\O]



Applicazione llteorema di Konig
En. cinetica di due particelle rispetto al CM

L1
E '= 5’"1"12 +§m2v22

" . - m2
Vl _ V1 VCM _ V12
m, -+ m,
' - ml
V2 V2 VCM V12
m, +m2
1 2 2
m m
U 2 2 1 2
—E,'=—m Vi, +—m, Vib
2 \m +m, m, +m,
| [ 2 2
m
— E "=~ 2 +m T V122
2 m, +m m, +
1 2 1 2
[ 2 2
B l mm, m,m, ) _l
k= 2 2 2 12 — 2
(m +my)” (my +m,)




