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Dinamica dei sistemi

Notazioni
Per un sistema di punti materiali P; 5i ha:

5 40
Fle) + F(i) = m

M + M) = %t? FvoxQ

L@+ L0 =Kg, - Kin

dove:
Fe}=y [(?} & il risultante delle forze esterne che agiscono sul sistema
i
Fib=3 1(:] ¢ il risultante delle forze interne che agiscono sul sistema
i
ME =¥ m(?) ¢ il risultante dei momenti delle forze esterne che agiscono sul
i
sistema
M=% m(;} ¢ il risultante dei momenti delie forze interne che agiscono sul
1
sistema
L =¥ L(? ¢ la somma di witti i lavori compiuti dalle singole forze esterne
i
che agiscono sul sistema
L=% L(i') & la somma di tutti i lavori compiuti dalle singole forze interne
i
che agiscono sul sistema
Q=% ai & detto quantita di moto totale del sistema
1
P=%pi ¢ detto momento fotale della quantitd di moto o momento

angolare tolale dei sistema

I 2, .
K=2Ki=% 5 Miv; ¢ I'energia cinetica totale del sistema definita come somma delle
L 1

energie cinctiche dei singoli punti costituenti il sistema




Terzo principio della dinamica

F=mMG=0
dacui

d dP
F(e):-d% M = T +vax Q

Definizione del centro di massa

_Tmir Zm;ri
e Z m; M
_[rdm jrdm
re= [am = s (= [ dm)

Densita di massa (massa per unitd di volume) p = dm/dt

da cui la massa dm dell’elemento di volume dt
dm = pdt = p(x.y,z)dxdydz

Nel caso che sia conveniente schematizzare il corpo come un sistema a due dimensioni

(o ad una sola dimensione):

dm = odS, o = densita superficiale, dS = elemento di superficie
(dm = Adl, A = densita lineare, dl = clemento di linea)

Velocita v, ed accelerazione ag del centro di massa:




Ii problema dei due corpi

Se due corpi interagiscono tra loro con una forza f(R) funzione delia loro distanza R
(orientata dal corpo 1 al corpo 2), si pud assumere un riferimento con il corpo 1 fisso
nell’origine, ed in esso studiare il moto del corpo 2 risolvendo I'equazione;

m d2R/dt2 = f(R)

dove m, detta massa ridotta, ¢ funzione delle masse m; ed my dei due corpi:

m = mmy/(my+my) ovvero I/m=1/m; + 1/m;

Sistemi a massa variabile

Un sistema materiale ha una massa M(t), che diminuisce nel tempo perché esse espelle
nell*unitd di tempo, una massa dM/dt. La massa M(1) si muove con velocita V(t) e la
massa espulsa con una velocitd v, La prima equazione cardinale si scrive:

F(©) = dQ/dt = M(t) dV/dt + dM/di(V-v)

Questa relazione ¢ valida anche nel caso in cui il sistema riceva massa dall’ambiente, nel
qual caso dM/dt > Q.

Sistemirigidi

Un sistema rigido ha 6 gradi di liberta, quindi le equazioni cardinali seno sufficienti per
determinarne il moto, una volta noti la risultante ed il momento risultante delle forze
esterne. In particolare, condizione necessaria e sufficiente perché il sistema sia in
equilibrio &€ che F&)=0 ed M) =0,

Motirigidi

Se P ¢ un punto generico di un sistema rigido, [a sua velocita vp pud essere espressa
come:

vp=vo -+ ox QP




dove 2 & un punto qualunque de! corpo ed @ & la velocita angolare del corpo nell’istante
considerato, attorno all’asse istantaneo di rotazione passante per €2, il cui valore &
indipendente dalla coppia di punti P ed €2.

Momento di inerzia vispetto ad un generico asse a

I,= fdm 12

dove h & la distanza dell’elemento di massa dm dall’asse a.

Teorema di Huygens-Steiner: se ¢ & un asse passante per il centro di massa ed a un altro
asse ad esso parallelo, e d la distanza tra diessi,siha [,=1.+ MdZ2, dove M & la massa
de! sistema in esame.

Se un corpo rigido ruota attorno ad un asse @ con velocita angolare :

la proiezione del momento della quantitd di moto sull’asse a vale P,=1, @ elasua
energia cinetica vale K= 1/2 1,02

Moto del centro di massa ed attorno al centro di massa.

Momente angolare: P = r, x Mv, + P, dove 1 ¢ v, sono posizione e velocita del centro
di massa e P,, ¢ il momento angglare relativo al moto attorne al centre di massa.

Energia cinetica: K = 1/2Mv.2 + 1/21.02, dove I; ed @ sono momento di inerzia e

velocita angolare rispetto all’asse istantaneo di rotazione passante per il centro di massa.
Moto di una ruota che votola senza strisciare

ve=ACX®

dove A ¢ il punto della ruota a contatto con il piano di appoggio e C il centro defla ruota.

Periodo di oscillazione di un pendolo fisico

dove o = 21t/T & la pulsazione delle piccole oscillazioni, m la massa, 1 il momento di

inerzia rispetto all'asse di oscillazione posto a distanza d dal centro di massa.




Urti

Conservazione della quantita di moto totale. In un urto tra corpi non vincolati

qi + 42 = qo1 T qo2
mj vy +mp v2=mj vp] +m2 Vo2

Nel sistema del centro di massa
go1=-q02 q91=-92
Urto elastico
Qor=qg0=q1=492

Urto elastico tra una sfera di raggio R e velocita vg e una sfera ferma di raggio Ra

Vg vg mp
= —— (mj + mz cos vou= — 1 (1-cos2q
ViXT m my (m) + m; cos 20) 2= 1t my ( )
Vo 1m3 . Yo Iy .
= — = 2o Vay, = - T sin2Q
iy = o+ ma sin 2y my + o 2
dove cos O b con b = parametro d'urto
v = ——— =
! R+ Ra P r
Urto elastico contro una parete
0 = 8o (specularita deil'urto) it
v=vg v
I = 2mvocosdg A - 8
§ = -2nvp cosYp N impulso subito dalla sfera
R
: . . n
Ip = 2mvq cosB; i impulso subito dalla parete 8o
Yo

Urti anelastict

K'=¢e2K'povvero g1 =£qo1




Momenti centrali di inerzia per alcuni solidi omogenei

CILINDRO CAVO

l=— M(A+ 1) "4
“ 2
1 1 L] M I \[\_/1/
fh=fe=—"—MIy+ri)+ ) I
4 12 |
2 1 t L
: T po
. . : : C w
N.B. A seconda del valore di 5. 1y, £, quesle slesse espressioni fornij- G g I
scono i momenti centrali di inerzia per: L/’,E-::_’:_-_-::-_\
— cilindro pieno (n = 0) -
— sbarretta rettilinea (n, = n» = 0)
— disco {(n, =1 =0}
— cerchio (n=n: =10}
u
SFERA CAVA
‘!H=’,\=!l :_—ﬂ!(r.l’_’%) Il
Per r;, = 0 si ha la slcra omogenea piena. N . W
v
PARALLELEPIPEDO
M b
— L.
lo= =5 01+
b C
M o, 5
I, = > {a* + ¢°)
M 5
he=—% (@’ + %) a & -
" w
/
Ma?
Per a= b= ¢ si ha il cubo (!,,:l‘.=f..: G
Per a =0 xi ha la piastra piana rettangolars.




Tabetla 12.1. Momenti d’'lnerzia di corpi uniformi di varie forme,

Strato cilindrico rispetto all’asse

i=MR?

Cilindro pieno rispetto all'asse

I=1MR?

Cilindro cavo rispetto all’'asse

Strato cilindrico rispetto a un diame-
tro passante per il centro

I=1 MR*+ 5 ML

Cilindro pieno rispetto 2 un diametro
passante per il centro

I=1 MR 4} ML?

Asta sottile rispetto a una perpendi- =% ML?
colare passante per il centro .
f./

L
Asta sotlile rispetto a una perpendi- I=1 ML
colare passante per un'estremita
Strato sferico sottile rispetto a un dia- I=%MR?
metro
Sfera piena rispeito a un diametro 1= MR?

Parallelepipedo rettangolo pieno ri-
spetto ali’asse passante per i} centro
e perpendicolare alla faccia

I=3 M@+




