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II. PARADOSSO DEI GEMELLI

Due gemelli, © meglio due orologi uguali
sincroniZZsisa ono separati:

perfettamente

3ta come un sistema di

n moto uniformemente”
POl s1 muove con moto
elerazione e

--I1 .secondo si allo
accelerato per un cer
‘rettilineo uniforme, in
ritorna sulla terra

I1 paradosso risulta dal to che al ™ ' B rra, 1 due
orologi sono sfasati, piwfprecisamente il secondo orologio (da
ora in poi detto ”viaggiatore”) ha “contato” il tempo piu
lentamente del primo (@l “terrestre”) rimasto fermo sulla terra.



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL TERREST ”

Questo orologio vede 11 Qiaggiatore che ne
viaggio accelera. Per semplicita sia 1'ac
velocita (v) sono dirette lungo 1’asse x

lerazione (a) che 1la

LLe trasformaZis e moto sono:



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL “"TERRESTRE” (2)

Esplicitando rispetto a Ax e Act e facendone il rapporto otﬁengo;

Il rgpporto CTrEmms mporale tra due eventi.

sull’”astronave del
puo essere riscritta

Se 2 .eventi avvengon
viagglatore, allora 1°
‘come:

Essendo:

B. la veldcita relativardellar nave vista dal terrestre

44

B, la velocita “sentita” dal viaggiatore

B la velocita “reale” della nave, ovvero v/c



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL “TERRESTRE” (3)

Ma 1’astronave subisce un’accelerazione..

Differenzio l’equazione precedente e otten

Per B,bassa 11 deno er cui lo elido.

Inoltre essendo 1’"acce

Allora ottengo:

t = (1._ BH(%/pdt '.



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL “TERRESTRE” (4)

Ma allora 1l’accelerazione “a” costante del wviaggiatore, come e
vista cdelilssiarcerra?

Siccome dalle trasformazioni di Lorentz (slide 3) risulta che

At = yAt

La terra vedra 1’astronave eguendo 1’andamento a, (B)

a=afd-F) =



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL “"TERRESTRE” (5)

ve diminuire il

valore dell’a crescere della

velocita dell’ a in funzione
di Y-3, o”

“La terra



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL “TERRESTRE” (6)

La velocita apparente dell’astronadve vista lla terra, B, ;7 e

esprimibile come

Integro e ottengo perbole) nello spazio-
tempo causata dall stronave (costante per

il viaggiatore) non

FEssendo

il fattore y sperimentato dal terrestre nei confronti del

viagglatore



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL “TERRESTRE” (7)

Tl diagramma x-ct e 11 seguente:

Tl cono di 1UCEEEEEEEEEEESEEa g1 1
asintoti dell TP EiNSOIIE .
della rappresentazionemg
moto del viagglatore VISEX
terrestre, 1in metrica di R
inoltre rappresentano anche
di luce generato da un eventos
lontano, a t=0, c?/a dall’ astronave

Ma allora 1l’astronave non'potra ricevere nessun impulso luminoso
se questo, nel sistema di riferimento della terra, parte da una

' ’ - 2 ' N
distanza dall’astronave maggiore o uguale a € /a, almeno finche
conserva un’accelerazione costante, ovvero finche e confinata
nell’ iperbole..



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL “"TERRESTRE” (8)

“L’acceler la conseguente .
formazione di u i non arrivano
informazioni, coI Lnterno di un

cosiddetto ori aventi”



IL SISTEMA DI RIFERIMENTO DEL “

Adesso vediamo cosa succede al v1agg1atore quando e sottoposto ad
un’ accelerazione costante

I1 suo tEMPENENEENENNNENci dilata,

rispe
Cerrestreyusen

o a quello del

Come 1indicato :
dalle relazioni®
della slide 3

Ricordando cosa e v, ,

sostituendo nell’equazione

Cox, = Cz/ * '—1+Cosh(at‘3/c)]



S. di R. DEL “VIAGGIATORE” (2)

X = Cz/a *|—1 + Cbsh(at”/ c)]

Tale funzione esprime 1o sSspazio percors® dal viaggiatore,
misurato nello spazio CEelNEerrestre (X,), ma con 11 ‘suo tempo

proprio (t)) . I1 raliiCE

v

po dell’"astronave lo porta
a coprire distanze sempre
suo tempo, man mano che "SHE
per 11 SR della terra,Soc
1n cul ha accelerazione costaiies

uguali intervalli del
velocita della luce,
dinfinita, nel suo SR



S. di R. DEL “VIAGGIATORE” (3)

I1 viaggiatore si considera fermo, e vede 11 terrestre

allontanarsi da lui con un certo moto dipendente dal suo tempo
proprio. Non essendo soggetto ad accelerazione, secondo tale
punto di wvista, stiamo considerando un S che in vari istanti

infinitesimiucs

La velocita con ci
un fattore y_, esatte

terrestre vedeva 1'aceel
crescere della sua velc

Prima di tutto ricaviamo il , mettendo a

sistema le due equazioni trc Bber x,:



S. di R. DEL “VIAGGIATORE” (4)

Ma allora NS aneo del viaggiatore (SRII) vedra il
terrestre aliiams ltardeformata dal fattore:

La differenza sta nei equazione ho 1l
'tempo del viaggiatore come 3 stre, mentre nella
seconda ‘equazione 11l tempo ' jgiatore misura
“su se stesso”..

I1 viaggiatore vede costa
muoversi ad una velocita

B tcrra



S. di R. DEL “VIAGGIATORE” (5)

B.= —Tanh(“tw/c)'

La terra non risulta
muoversi a velocita
maggliore di quella della

~luce .




S. di R. DEL “VIAGGIATORE” (6)

Bisogna precisare che il SRII non si muove im maniera continua:
Supponiamo che a t =0 11 viaggiatore coincide con un SRIT.

Sempre a t=0 il viaggiatore subisce un’acgelerazione breve che
lo porta in un’altra posizione 1in un lass® di tempo At;,prima

di terminare e las
da quella di

viaggiatore ad una velocita diversa

F 0 ' ] N
f erazione media e

DI

.

Nello spostamento acceleratc avvenu viaggiatore e il
S CenPoral i,

BRG] verso

terrestre hanno misurato diVerse quantit
questo perché, come dettosprima (slide 14),

nv

andamento diverso rispettfo a ¢t,.

Risolvendo le relativegtrasformazioni di Lorentz e abbandonando
11 concetto di SRII, passando ad un’accelerazione continua e
uniforme, otteniamo Ie funzioni cHe descrivono la velocita e la

dilatazione temporale che 11 viaggliatore subisce.




S. di R. DEL “VIAGGIATORE” (7)

La velocita diventa:

ax,

B:=B.(1+

e f Cz

Il tempo inve

E’/ interessante notare che

Allora sia la velocita

e 11 tempo sono visti dal viaggiatore
uguali a ZERO )



S. di R. DEL “VIAGGIATORE” (8)

i istanti in cui e
soggetto ad acce ostante, subira- la
presenza di egli eventi a
distanza costante inversamente
‘proporzionale al | '

| percepita”

"Il viaggiator



..DIFFERENZE e CONSIDERAZIONT...

.

O 1n accelerazione
aggiunto, se non
ndietro rispetto alla

La metrica di Rindler mostra come un ogge
costante, wvisto da un SRI, non viene mai
all’ infiniSee. ilmpulso nato troppo
sua posizione

o dal SR del viaggilatore

e osservata dal -
luce “viaggia a

on trascorre” la luce
locita finita

InveCe 1’orizzonte
e la zona in cuil la
viaggiatore stesso é
.velocita zero” in quan
non puod percorrere spazio,

In parole piu .,ssemplici, al
vede 11 cono di luce for
velocita, senza pero mai

orizzonte ti 1l terrestre
si e viaggiare alla OIS ona |
includere 11 viaggiatore; mentre 1l
viaggiatore vede dietro di se una zona in cui 11 tempo & cosi
dilatato che la luce n riesce a partire in un tempo finito: 1
coni di luce vengono distorti i1n un SR non inerziale




IL PRINCIPIO DI EQUIVALENZA

Fondamentalmente tale principio identifica con la stessa
quantita numerica la massa inerziale, ovver©o l’inerzia che un
corpo ha nel subire una forza, e quella gpavitazionale, ovvero
in che mOCCINNEEEEENNNNNRNscnte degll effe di un campo
gravitazionale -

-
Un osservatore che una forza “peso”, non puod
lerazione in senso ..

opposto o ad un’accele e nella stessa



CONSEGUENZE

Un corpo sospeso 1n un potenziale gravitazionale costante,
subisce gli stessi effetti di un ugual corpo che subisce
un’accelerazione costante 1in verso oppos

Ma allora ques
gravitazionale s
dilatazione del t ll"orizzonte degli eventi

E’ stato provato speri
velocita diverse in base
a culi sono soggetti

orologili vanno a
ampo gravitazionale

effetti che | "~1_i dalla
buchi neri, ovvero di oggetti aventi
ale cosl elevato da distorcere 1o
“infinita” in un loro intorno ben

Mentre e sono *state mostra
osservazione 1ndiretta di
un potenz}ale gravitazic
spazio tempo 1n manier
determinato.



CONSEGUENZE (2)

Ma allora, dalle precedenti equazioni per il sistema in

accelerazione

ax,
CZ

dt, Ye

1+

tnv

Pe=Be

iformemente accelerato .
fosse fermo in un
orgente, ovvero non
zioni presentano
nche dalla
elerato

Risulta chiaro che
vede il mondo che 1lo
.potenziale gravitaziona
costante nello spazio: infat
una dipendenza non solo dall
distanza dal punto in cuil si

iverse deformazioni "temporali per
da lui, 1n base al potenziale
a cdi tali eventi sono posti rispetto

Vedra diverse velocita e
eventi a ﬁiversa distan
gravitazionale apparen
al viaggiatore



“"PSEUDOGRAVITA’”

Il grafico mostra due oggetti, visti da un SRI, in metrica di

Rindler, a diversi valorili di accelerazione:

0.77866

a=2 o
911 : ﬂ,;,«f*“”,
.--"'"-j_ﬂ-‘-‘-
_-""df
e
0.259 T
.—"/
i
OdE(%g}/ ¥ a=10 x

-0.15 0.1872 0.3744 0.5616

Tg51911

-0.77866

-1.0382

A t=0 entrambi si trovano in un certo punto del diagramma di
Minkowsky. L’accelerazione cambia, cosl come il loro orizzonte

degli eventi.. ma..




“PSEUDOGRAVITA’” (2)

L’ iperbole per a=2 & piu larga di quella

r a=10, ed 11 suo
orizzontEGIEu. -1 e piu distante.

Supponiamo di prendere
.consideriamo 1’ 0O.d.E.
interseca.le dlie rette

nuove ad a=2 ma
ro che 1’iperbole

Fova distante c?/(a=10)"da un orizzonte
ficcelerazionete a=2, " alloBeNEEiESogget to
350... esattamente come uUn buco nero attrae

sufficiente ,forza per allontanarsi.

Quindil se un oggetto si
degli eventi, ma la sua
cadra all’interno di
un oggetto che non ‘he



...KRUSKAL...

Con qualche “semplice” modifica quindi la metrica di Rindler
puo essere modificata per esprimere il comportamento deili corpi
neli pressi di singolarita gravitazionali.. Si1i ricorre ai
cosiddetti diagrammi in metrica di Kruskal




..KRUSKAL.. (2)

Molto simile a quella di Rindler, ma adesso fisso 1l’orizzonte
deglli eventli a r raggio di Swarzshild, e introduco la
singolarita di densita infinita come un’iperbole nei quadranti
IT e IITI. Diversi valori di accelerazionecostante sono diverse
iperboli nel guadrante I.. Piu la loro curvatura e poco
accentuata,piu e bassa la loro accelerazione.. anche in questo
caso se avvicino all’‘ormgEnEesdegli assi un’ iperbole troppo
“larga”, questa attrave di Swarzshild




..IN CADUTA..!!!

Un oggetto (rosso) che impatta nel buco nero, e uno che riesce
a salvarsi (verde) (non hanno accelerazione costante e non
seguono un’ iperbole)

L’unico modo affinche "1
rosso si allontani dal DUCE
nero e quello di assumere
una trailettoria nello
spazio tempo con dei punti
in cul supera la velocita
della luce (a tangente meno
inclinata degli asintoti)..
cosa 1mpossibile



..IL GEMELLQ SFIGATO..

emente:
n maniera
ento, e raggiungera il
o di wvista, raggiungera

Supponiamo che 11 viaggiatore acceleri unifo
I1 sucHcisEEantce degli eventi si avvicina
proporzionale all’accelerazione in quel m
gemello gquando questi, secondo 11 suo pu
un’accelerazio L '

11 gemello vede 11 tempo
Llno a vedere 11 suo

a infinita davanti as «
zlale

Mentre vede 1'ori
avanti a lui fluir
fluire inalterato pe
lui, cosi come g1 1.

n buco nero il
el terrestre,

Ma quindi .se il viaggliatore

‘che infine lo vedrebbe ferm
superfibie dell’orizzonte.
attraverserebbe fisicamen
impatterebbe sulla sing
appunto ad osservare c
vista di un SRI, elimi

nvece nel
1’ orizzonte senza
arita.. La metrica di Kruskal serve

a accgade al corpo in caduta dal punto di
ando ‘quella che per un SRI e una
orizzonte degli eventi.

singolarita, ovvero



DEFORMAZIONE DEL CONO DI LUCE

I1 moto accele ' e eéprimibile come
un’ iperbole. Ma j
gravitazionale,

essendo fermo la st
verticale: “Addrizzandc
(credo: me la sono ricav

rgravita gli fa subire gli

che '‘era il cono di luce ade:
trasformazione adesso e 1l’'as
iperbole: e 11 cono di luce
trasformazione.

ione pur restando fermo:
spazio tempo e una retta
imula tale situaziones. «
giatore ¢ fermo, ma la
elerazione: quello
ché nella

rvatura di un
1"asse nella sua

o



DEFORMAZIONE DEL CONO DI LUCE

cE II'|':'I_l
[c*2/a]

lLa forza di gravita non fa ¥gallentare Ia luce ma deforma la
percezione delr tempo dell’dccelerato tramite la deformazione deil
conl di luce, proprio a causa dell’accelerazione 1mpressa
all’accelerato stesso: Wforizzonte degli eventi 1n realta non
esiste; & una singolarita solo ed esclusivamente per chi e
soggetto alla gravita: un’astronave ferma che in quella posizione
riuscisse a non .risentire dell’accelerazione gravitazionale
vedrebbe 1 coni di luce non distorti, e quindi la superficie
della singolarita.



STO ACCELERANDO O NO?

L’asse ct della figura precedente & un’iperbole: questo pud
essere anche interpretato, tornando ai gemelli, come se 1l
viaggiatore restasse fermo e 11 terrestre partisse cont
un’accelerazione costante: infatti nella " figura del moto del
viaggliatore S 3sse ct e anche la traiettoria percorsa
dal terrestre ne la fraiettoria di un oggetto
fermp. Quindi elerato consiste nel
considerare fermo tti gli effetti
dell’.accelerazione al t ra perché 1"acceleratd *
invecchia piu tardi? |

La figura di slide 12 & la ¢k
Si considera un terzo SRI:
riesce a leggere 11 fluire
fuori, e vedendola percor

non ¢ evidente, ma
B4 S e un operatore che
P tempo : ave standone

re lo spazio nel el terrestre.

Se questo, terzo SRI lo prendessimo coerente col moto
dell’astronave, in mandera tale che veda 1l’astronave come ferma,
alla fine del viaggioril tempo sarebbe passato piu lentamente per
il terrestre, che risulterebbe piu giovane dell’astronauta,
sempre considerando 1’esperienza dell’operatore di tale SRI.
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