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Qualche concetto
di Relativita
Generale : | : ﬁlﬁ:ﬂw

Secondo la meccanica hewtoniana
(1°principio della dinamica ), un‘corpo
sul-quale la risultante delle forze e nulla,
si-muove di-moto rettilineo uniforme

corpo-sul quale non a-'-;; conpforze s L A8
muevera secondo unadre \\ Fia ¢ ;;f ica, Cioe Iungo)% Ainee piti-brevi-che

NS

saranno anchelegeodetiche e qtﬁq\\\ ) Sk 1 " ra una-traiettoria_ (che pit
avanti-ehiameremeTinea di umvers*mbﬁﬁfﬁ[rét% nea.

Umesempioplo esser dato dalla Iucepro nlemz‘e da stelle lontane~Se nel
percorseper giungere fino alla Terra, la Iu e pass a vicino a eorpi di grande
Massa-sara-curvata.dalla.distdrsione spaziotémporal e_preseniedn-prossimita
della massa e/noi vedremo la luce della stﬁlla prov  enire da una direzione diversa
da quella vera. i\

Ma.-se1o spazie-tempo-¢ curvo' oe.e presente/unaffas——sa.che fo-deforma);-lo
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Double Einstein Ring SDSSJ0946+1006 Hubble Space Telescope = ACS/WFC
Immagini riprese dal telescopio spaziale Hubble, orbitante intorno alla Terra, che

mostrano corpi celesti la cui luce arriva sulla Terra distorta, dopo essere passata
In prossimita di corp| di grande massa (galassie o ammassi di galassie).

L/

NASA, ESA, R. Gavazzi and T. Treu (University of California, Santa Barbara), and the SLACS Team STScl-PRC08-04
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e Spesso una de COS hie rimangono in
mente parlande d| relativi generalee Io

schema(sulf ondo dell Ilde) dello
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In genere, per caleblare lé'geodetiche,
anche quelle sempllc he descrlvono

ad esemplo{ aduta di L rave suuna

re, 50”’ 0 Neces 'LjaFl caica hﬁf




» Qui cercheremoddi ricavare le linee
geodetlche pe Icunl ca partlcolarl

= —facendo usc na mate ica sempllce
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Il piu semplice diagramma di
Epstein:
Caso di uge€aimpo uniforme
» Consideriamo una patrticella lasciata libera

per la quale "accelerazione iniziale €
guella del campo grawta;w).nale In cui e

immersa € S .ant > dapps ,-,tutto
«Questa e una buo

piccole estens\"\ﬁl spaziali; =
bene.percheé unaip_b ' (ééde al_suolo
guando € rilasciata cﬁa una certa-altezza.
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Premessa' |

espen

Accelerated frame




Premessa: I"’esperimento ideale”
degli orologi su 2 razzi.

e Se il razzo inizia ad
accelerare (Fig2a),
I'osservatore vedra arrivare
'impulso proveniente g cbserer o>

dall’orologio A prima -

dell’impulso proveniente |
dall’orologio B. Questo
perché I'osservatore “sta
andando incontro”
all'impulso luminoso

proveniente da A.

-

N

Accelerated frame
Gravitational frame

2 http://www.schoolphysics.co.uk/age16-19/Relativity/text/General_relativity/index.htmi
Emanuele Marano



Premessa: I"’esperimento ideale”
degli orologi su 2 razzi.

e Quindi in 2 orologi situati a
differente altezza in un
sistema accelerato, il tempo
scorre in maniera diversa.

« Per il principio di
equivalenza di Einstein e
pero impossibile distinguere s
un sistema accelerato da
UNo IMMerso In un campo x4 ‘
gravitazionale uniforme.

2 http://www.schoolphysics.co.uk/age16-19/Relativity/text/General_relativity/index.htmi
Emanuele Marano
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Premessa: I'"esperimento idez

degli orologi su 2 razzi.
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Premessa: I"’esperimento ideale”
degli orologi su 2 razzi.

Questo effetto, che cosidereremo in
tutto il resto della presentazione, e
chiamato , 1IN
guanto, considerando una radiazione
luminosa emessa da un corpo
massivo, a causa della dilatazione
temporale, si ha che allontanandosi
dalla sorgente il periodo dell’'onda
aumenta; la frequenza quindi
risultera piu bassa via via che ci si
allontana dalla sorgente, e se
consideriamo frequenze nel visibile,
~ esse risulteranno spostate verso il

~ rosso rispetto alla frequenza vera e
propria emessa.

Emanuele Marano



Ora, pensando ad un sistema, sempre con un
campo gravitazionale g uniforme, in cui z
rappresenta la distanza da un’altezza di
riferimento, si dimostra che il ritmo dell’ orologlo
piu In alto e piu veloce di un fattore exp(g)

rlspetto all’ orologlo p|u In basso.

<<1

gz gz
S| ottiene proprlo CXP( ) ~l+=
c?

C

come In precedenza (sulla superficie terrestre
c?/g € nell'ordine dell’'anno luce).

Emanuele Marano



Riferendoci ora ad un sistema di riferimento In
cul Il tempo di riferimento t viene misurato a z=0
ed il tempo proprio T e quello relativo ad una
particella che si trova ad un’altezza z, abbiamo

che )
Ai(z gz
— _&- 1
A7(z) eXp( 02) =

come Si puo ricavare dalle espressioni precedenti.

Emanuele Marano



Domanda

e QOra ci poniamo la domanda:

« Come puo essere ricavata la linea di universo (ct(7),z(7))
di una particella che cade liberamente in un campo
gravitazionale uniforme?

 Questa linea, avendo una particella libera, dovra essere
una geodetica e quindi dovra massimizzare il tempo
proprio (a cui possiamo riferirci con piu semplicita
pensando al tempo misurato da un “orologio da polso”
portato dalla nostra particella).

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

e Per ricavare la geodetica
usiamo Il diagramma di
Epstein.

e |n un convenzionale
grafico spazio-tempo gli
eventi sono indicati con

>
; Elsoxlion:
(ct,z) e le linee di Prossit
[

universo sono tracciate
In funzione del
parametro T.

Emanuele Marano

"Worldline” of
F'y ct moving object
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Il diagramma di Epstein

 Nel diagramma di Epstein, per riportare z in
funzione di 7, si usa un set di numeri in modo
che la lunghezza euclidea dell’arco della
traiettoria risultante(e non della linea di universo)
e dato da c4t, dove 4t e il tempo di riferimento.

* Questo (che sara piu chiaro avanti) e possibile
grazie al fatto che z,t e T non sono indipendenti
fra di loro, ma sono collegati da:

Anz) _ g
Ar(z) ew(-z) ()

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

 Possiamo ancora pensare questo come
un’estensione dell’equazione

s = c*(A7)” = c*(Af)” — (A2)°

con s uguale alla lunghezza 4-dimensionale della linea di universo
percorsa

proveniente dalla relativita speciale, che in
relativita generale e nel caso di un campo g
uniforme diventa appunto:

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

e Una ragione per cui il grafico di Epstein
semplifica | calcoli e il fatto che
cambiando le variabili dipendenti ed
Indipendenti si cambiano le geodetiche
nello spazio tempo in percorsi che devono
risultare delle lunghezze euclidee minime
fra tutte quelle possibili, come sara ora
llustrato.

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein
1

A
=-(c%g)in(gp/c?)
~
Z—> -0
>E(1=0)

Questo e il diagramma di Epstein nel caso di un campo gravitazionale
perfettamente uniforme. La linea tratteggiata che inizia nel punto A

rappresenta la traiettoria di una particella libera lasciata cadere da un altezza z

ad un tempo 1 =0. Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

n Le coordinate polari (p,8) sono legate
z =-(c%g)In(gp/cd) alle coordinate rettangolari da:
e E=pcos@ n=psmé (2a)
: Z—> -0 , i
g/ Bi 1= {EE + ”2}1_,.-'2 = :e\|3(—;) .

PN g N

0= t/cI , o fn g o

9 A >€(T=0) H = tan ] (E—'l) :T~ (2

Z = Co

La scelta di questa definizione del sistema di coordinate puo essere in parte
spiegata notando che siccome Y=, , se la lunghezza del’arco AB é c volte

I'intervallo di tempo di riferimento At, dalla (2b) segue che At/At per un orologio
ad una altezza stabilita z, soddisfa I'equazione (1):

Anz) _ g
Ar(z) ew(-z) (D)

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

{

z =-(c%g)In(gp/c®)

A z) 8z
Ar(z) exp( 2)

7 2.1/2 - - 22
o=l "+n")' "= T€\|}(—(—2) )

N eT ,
6 = tan™! (i) =2 (2h)

Il diagramma di Epstein e
costruito quindi in modo che
ogni traiettoria soddisfi
I'equazione (1). Inoltre, per
I'equazione (2b), quando
|gz/c?|<<1 la relazione fra z e
p diventa lineare:

C2

pr—=:

g
| diagrammi di Epstein di
guesta presentazione
utilizzano tutti questa
approssimazione.

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

{

z =-(c7g)In(gp/c’) Consideriamo ora il percorso di
T una particella libera in un
gf g - diagramma di Epstein e
PN vediamo come questo debba
0=gt/c| 5 essere una linea retta.
> E(T1=0)

Z = Co

Nei grafici spazio-tempo convenzionali, la linea di
universo che collega 2 eventi (t,,z,) e (t,,2,), con t,>t,,
e una geodetica, e quindi I'unica linea che
massimizza il tempo proprio misurato dall’’orologio da
polso” della particella.

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

La traiettoria della particella lasciata n
cadere da z, deve stare, dalla (2b), A
sull’arco di raggio

c? 821
o= exp(-£2)
g C
Il punto dell'arco con z=z, da cui la
traiettoria parte e arbitrario e dipende
da come viene scelto il tempo di
riferimento rispetto al tempo proprio.

Allo stesso modo, il punto finale della _
traiettoria, ad altezza z,, deve stare "é
Su un arco di raggio 5 o

2 @22 Cap (o
_C g p=ig-+1n") _r_;e':\p(__c._j .
py = —exp|—

g

c2

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

Ricordiamo che in un n
diagramma di Epstein le
lunghezze euclidee di una
traiettoria fra 2 punti deve
essere c(t,-t;) e che, per la
(2b), il tempo proprio T €
proporzionale all’angolo 6
(questo significa che il punto
finale di una traiettoria si trova

i . . >
muovendosi In senso antiorario 5
rlspett,o.al punto |n|z\|ale, p= @+ = Zenp(-5),
perche il tempo sara £
aumentato). p=w (2) =50 o

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein

Per vedere che la traiettoria che n
corrisponde ad una geodetica con At A
massimo e una linea retta nel
diagramma di Epstein, pensiamo di
avere una corda di lunghezza c(t,-t,)
con attaccate agli estremi 2 mollette.

i

Fissiamo una molletta in un punto =
dell’arco con z=z, e costringiamo I'altra
molletta a muoversi lungo I'arco di raggio
P, in senso antiorario, fino al _ bf
raggiungimento dell'angolo 8 massimo fra

le 2 mollette.

Siccome 0 e proporzionale a 1, abbiamo p= (=2 )2 = Lexp (__) .
in questo modo applicato il principio della 5 -
geodetica e trovato la lunghezza euclidea 6 _ tan-] ( n ) g 2b)
nel diagramma di Epstein che - -
massimizza Ar.

Emanuele Marano



Il diagramma di Epstein
C’e pero una limitazione sulla ?
lunghezza della corda usata
per semplificare la
spiegazione. P
Se si immagina di prolungare
la corda man mano che si gira
In senso antiorario sull’arco di
raggio p,, prima o poi la corda

intersechera l'origine. | >C
Questo punto rappresenta Lo o
pero un caso limite in quanto si p= @)= e (-33).
ha C2 - f = tan™! (i_—’) = 5t (25h)

Emanuele Marano



Esempl di applicazioni:
Un oggetto lasclato cadere da fermo

Consideriamo una n

particella lasciata cadere z =-(c%g)In(gp/c)
da ferma da un’altezza
2=z, al tempo t,=1,=0.
Dalla (2b) si ha che 1,
implica 6,=0 e quindi la
traiettoria della particella
sul diagramma di Epstein
Iniziera da (&,n)=(&,,0),

,3
3.1/7 o - 82
dove ,r:'={Ej+n"}1-":—exp(——,’).

2 5 S

£ ¢ ( gzo)
= p = —eXp —_— ;o
0 0 g 2 f = tan™! (i)

Cc

Emanuele Marano



Esempi di applicazioni:
Un oggetto lasclato cadere da fermo

Come mostrato dalla linea tratteggiata
in figura, siccome il percorso deve
essere una linea retta, e la particella
viene rilasciata da ferma, la traiettoria

e una linea dritta verticale: &=

o IN

guanto deve essere tangente all'arco

di raggio p, nel punto A.

Avendo, dalla (2a), ¢=pcos8,
sostituendo p e 6 dalla (2b) e

considerando ¢=¢,, segue che:

6‘2 2

g_g c? ¢ g

exp(—g)cos(g) =& = < exp(—gﬂ)- 1

c2

Emanuele Marano

d
z =-(c%g)In(gp/c®)
el
' Z - G0
g/ B
p .
6=gT/C
A -0

Z = CO

E=pcosd n=psind (a)

.
2, xS
p=15 +n)" =T€h|3(—(_—2 ,

P ’

, o f(n g
/ = tan : (—) = —,
5. C

(25h)



Esempi di applicazioni:
Un oggetto lasclato cadere da fermo

Risolvendo I'equazione in z:
2 2

c gz gr\ ¢ gz
— exp(——z)cos(—) =— exp[——zj
g c c g c

si trova;

2
Z=12zp+ i lr{cos(gﬂ
g c

Ma, come detto in precedenza,
trovandoci sulla superficie terrestre, si
ha c/g~1 anno luce e quindi, essendo
gt/c<<1 si puo modificare
I'espressione di z trovata usando le
approssimazioni

cos(x) = 1—5 e In(1+x)=x

Emanuele Marano

d
z =-(c%g)In(gp/c®)
-z
| Z—> -0
g/ B

L i

6=gT/C
A -0

Z=00



Esempl di applicazioni:
Un oggetto lasclato cadere da fermo

or gz 72 gz 72
| cos(—) =lIn1- =
c 2c2 2c2

Quindi la legge orario diventa

2 2.2
N ¢t g I 5
Z:Z()‘I‘g'zc2 —ZO+§gT
che e esattamente il risultato

newtoniano
(mostrato in rosso nel grafico sottostante)!

Confronto delelegy orarie
Ath

L —_ tenpo [
15" 107 2.7 107

L
1" 107

5.7 1014 -

-1.7 1015+

-15" 1015+

_2.7 10151

Emanuele Marano

{
z =-(c%g)In(gp/c?)

Z = CO



Esempl di applicazioni:
Un oggetto lasclato cadere da fermo

Un altro modo per trovare il gt |
risultato “graficamente” € quello di
utilizzare il teorema di Pitagora.

Sapendo che la lunghezza della

|
P | t
traiettoria e ct (perché t,=0), si |C
ricava |
L[ >
p= (&7 +c ) = {C—z exp[—zg—zzoj + (321‘2:| 0 |
g ¢ (tjn E

Sostituendo ora p dalla (2b) si trova

2 2 : ;o
t 2 3 1 .: gz

z = _il{(gj +exp[— gzzoﬂ 0= {i—'2 + H‘}J-"- — —exp (_T) .
C ir 3 (=

2g c o

che di'nuovo si riduce al risultato § = tan™' ( n

' =52
newtoniano quando & «, . 8% )
C

< 1

02

Emanuele Marano



Oggetto lasciato cadere.con una
velocita iniziale diversa da O

e Consideriamo ora un

Emanuele Marano

oggetto lasciato cadere
da un’altezza z=z, al
tempo t,=1,=0 con una
velocita iniziale, che
specificheremo piu
avanti.

La traiettoria sul
diagramma di Epstein
(mostrata con una linea
tratteggiata) non partira
piu tangente all’arco di

raggio py=<,.



Oggetto.lasciato cadere con una
velocita iniziale diversa da O

» Definiamo'a come nt

I'angolo misurato In
senso antiorario tra
I'asse ¢ positivo e la
traiettoria diritta che
segue la particella sul
diagramma.

e |L’ordinata sara quindi
data da:

17 = tan(@)(s — <o)

Emanuele Marano




Oggetto lasciato cadere con una
velocita iniziale diversa da O

n = tan(a)($ — &)
M /
¢’ 820
Sostituendo = ge"p(_?) /

e, utilizzando le espressioni /
della (2), sitrova l'equaziene P /

i; exp(—%)sen(g—;) = tan(a)|:(:; exp(— f—j)cos(‘i—j - Z exp(—izgoﬂ 4
Risolviamaola rispetto a z: ;
g K

e:{p(— f—jj[se;—z(%] - tan{cr}cos(i—rﬂ = — tan[-::f}exp(— ‘i%j B
g2y —tan(&fjexp(— %) B EKP(— %) EL;D ‘ E"
(_E_EJ - sen(E) - tan(@)cos(E0) ) cos(E5) — sen(Sjrotan(a) g=pcostd n=psmnd (a)

da cui si trova p=E )= Zexp (%),
5 S S

2
zZ=2zy+ c—l cos(gj — cot an(a)sen(gj fn oT .
g C C f = tan (E) = —, (26)

Emanuele Marano



Oggetto lasciato cadere con una
velocita iniziale diversa da O

Utilizzando come In precedenza le
approssimazioni cos<x>~1_3 e In(l+x)=x

|nS|eme a sen(x)=x per |xl<<1 € CON (g?)cotan(a) <1
siricava ilgisultate approssimato

z=zp—ccotan(a)t — Egrz

Questo e il risultato newtoniano per un moto con accelerazione
costante e si ha quindi
dz

—ccotan(a) = vy = a7 (0)

con v, pari alla velocita iniziale propria della particella.

Emanuele Marano



» Cosl, per particelle non relativistiche per le quali la
velocita propria e approssimativamente uguale a alla
velocita di riferimento, e stato ottenuto il risultato
newtoniano.

Z=Zg —ccotaxn(oz)r—igz'2

e Siamo quindi riusciti ad ottenere gli stessi risultati
newtoniani per casi molto semplici, usando pero
I'equazione del redshift gravitazionale predetto dalla
teoria della relativita generale di Einstein, e cio e stato
possibile grazie alla grande semplificazione data
dall’'utilizzo dei diagrammi di Epstein.

Emanuele Marano






