Radiazione e Relativita’ Ristretta

IIT — Potenziali elettromagnetici - Radiazione di dipolo
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Eqg. di Maxwell

Equazioni di Maxwell :

E’ possibile e utile introdurre due nuove funzioni di (7, ¢)
che rendono piu’ semplice la risoluzione delle equazioni:
| potenziali scalare e vettore, ge A
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Potenziale elettrostatico

Proprieta’ fondamentale del campo elettrico per il caso

statico:

VXE = _B_B — VXE =0 per campi statici

ot
Proprieta’ generale del rotore:

V X (Vf ) = () (Proprieta’ derivate seconde miste..)
Quindi un campo elettrostatico si puo’ sempre scrivere come
E=-V¢@, ¢=¢(r) funzione scalare di (x, y, 7)

O Si chiama potenziale elettrostatico, ed e’ definito a meno
di una costante
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Potenziale vettore

Proprieta’ fondamentale del campo magnetico:
V-B=0
Proprieta’ generale della divergenza:
V(VxV)=0
Quindi un campo magnetico si puo’ sempre scrivere come:

B=VXxA, A funzione vettoriale di (x, y, z)

A si chiama potenziale vettore, ed e’ definito a meno del
gradiente di una funzione qualsiasi (perche’ il rotore di
un gradiente e’ identicamente nullo)
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Potenziali e gauge

¢ e A definiti a meno di

una costante
una funzione di r

— Possibile richiedere che ¢ ed A4 soddisfino condizioni extra

Condizioni extra chiamate condizioni di gauge
(nome con origini lontane..)

Non ovvio trovare quali condizioni di gauge sono
compatibili con le equazioni di Maxwell
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Sempre vero:

B=VxA

VxE:—QE—erE+Q{VxA):O
ot ot

oA

—»Vx(E+——j=O
ot

Quindi I'argomento del rotore si puo’ scrivere come |l
gradiente di una funzione scalare:
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Significato dei potenziali

Quindi:

Se si trovano le equazioni per ¢,A4, dalle
loro soluzioni si possono poi ricavare E,B

Per trovare le soluzioni occorre fissare i/

gauge (un po’ come decidere il sistema di
riferimento...)
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Le equazioni per ¢ ed A

Dalla I e IV equazione di Maxwell:

v.E=£
80

J(V-A)

- Vp+ =
ot £,

. oE
VXBZIUOJ-FIUOEOE
(Vo) J’A

or Mo
19(Ve) 1 9°A

V(V-A)—AA = 41, j— =
— ( ) ,UOJ Cz at

— VX(VXA) = f,j— 1€,

2
aAA—%a ‘?—
¢~ ot
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Gauge di Coulomb e di Lorentz

Le equazioni per ¢ ed A si possono semplificare e separare
fissando il gauge.

Varie scelte possibili, fra le altre:

V-A=0 gauge di Coulomb

oppure

1 dp

pEae =0 gauge di Lorentz

Si puo’ dimostrare che ciascuna di queste condizioni
aggiuntive e’ compatibile con le eq. di Maxwell

V-A+
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Gauge di Coulomb -1

V-A=0

Le equazioni per ¢ e per A diventano:

1 9°A

: d :
AA_C_Q > :_:uo.]+v(_¢j:_ﬂoh

ot

Spiegazione: si puo’ fare vedere che nella II equazione il
termine con d@/0 7 si combina con j, lasciando a secondo
membro solo |la parte frasversale della densita’ di corrente

ot
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Gauge di Coulomb —1II

Nel caso statico, le equazioni per i potenziali
nel gauge di Coulomb diventano eguazioni di Poisson:

Ago:—£

€
AA = _:uoj

Equazioni diff. alle derivate parziali, non omogenee
Integrale generale:

Int. generale omogenea associata + Int. particolare
non omogenea
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Gauge di Lorentz - 1

Applicando la condizione di Lorentz

0SSia equazioni d'onda inomogenee
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Gauge di Lorentz - II

Si osservi come nel caso statico i due
gauges coincidano...

Le soluzioni delle eq. statiche (Poisson)
sono quindi le stesse, sia nel gauge di
Coulomb, sia nel gauge di Lorentz
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Soluzione eq. di Poisson - 1

Metodo della funzione di Green
Carica unitaria, puntiforme, in r'— p, (r)=68(r—r")
Sol. eq. di Poisson per questo caso: funzione di Green
, 5 & (r—r')
G(r,r )—> VG=—
€0

Laplaciano della distanza inversa, integrato su un volume V:

2 1 2 3.
[v |r_r| fV[]du fv [”J
Teo. della divergenza, su sfera S di raggio R che delimita V

fv- 1 d3u:f V[i]-dA:f %[i]u -dA:f[—u—lz]ﬁ-dA

Vv S S S

24/01/2008 E.Menichetti 14



Soluzione eq. di Poisson - II

9

R O seu=R
]u-dA:{
u

47 seu=R

1
r—r]

] = 476’ (r —r ') = —4mp,. (r —r ') =47, V°G

1 1
4me, |r —r '|

—>G(r,r'):

Il potenziale Coulombiano e’ la funzione di Green dell’eq. di Poisson
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Soluzione eq. di Poisson - III

Potenziale per densita’ generica r:

gp(r):fG<r,r')p<r')d3r':47150f‘r_lr"p(r')d3r'

Infatti:

2 2 \ Nl 2 1 N 73
Vip(r)=V [fG(r,r )o(r')d’r ]— e fderg;tw [‘r—r'\})(r )d’r

cost

=[x (r—r ) (r)dr

4me,
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Eqg. delle onde non omogenea - I

Sviluppo in integrale di Fourier della soluzione:

+00
p(r.t)= f p(r,wle ™ dw

+00
p(r.t)= f plrowle™dw

Inserendo nell’equazione:

2

w A —iwt 1 A —iwt
fA—F?]go(r,w)e dw:—g—ofp(r,w)e dw

2 A

W | A r,w
B [A+—2]¢<raw> - )
C €

! Eq. di Helmholtz non omogenea
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Eqg. delle onde non omogenea - 11

Metodo delle funzioni di Green:

2 3 !
A+ G(rw) =~ T =r)
C

€0
G a simmetria sferica, dipendente solo da |[r—r|=u
2 1 d* (uG) w>

W
A+—|Glu,w)= +—G =0, u>0
C2 ( ) \u cgu2 l C2

A 1n coord.sferiche
Indip. dagli angoli

Eqg. dei moti armonici; soluzione per r>0:

G(u,w)= l(clei“”/c —I—CQe_i“”/C), u>0
U
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Eqg. delle onde non omogenea - III

Passando dalle trasformate alle funzioni di t:

gO(I‘,t)=4ﬂl_€ f@(r,W)e‘i‘thdw:fe—l—iwtdwa(r,r|,w)ﬁ(r|,w)d3r|
0

_ | 1 3 iwlr—r/c —iwlr—r|/c\ tiwt A (0
47r50f|r—r'|d rf(cle e )e plr'w)de

L 1 1 3 —|—iw(t—|—|r—r'|/c) —iw(—t—|—|r—r'|/c)) A '
47, f|r—r'|d ' f( © o plr ’w)dw,

clp(r ',t—i—|r—r '|/c)—Lc2p(r ',t—|r —r '|/c)

1 1 , \ : . :
<p(r,t): P f|r—r'|d3r (clp(r ,t+|r—r |/c)+czp(r ,t—|r—r |/c))

A(r,t)—f;;fvlr'|d3r'(c1j<r',t—|—ﬁr—r'|/c)—|—czj<r'//—(|r—r'|/c))

Potenziali anticipati e ritardati
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Potenziali ritardati

Modo di interpretare la soluzione: poiche’ le onde e.m
viaggiano nel vuoto a velocita’ ¢, bastera’ sostituire nella
soluzione statica po(r’) con p(r;t) , essendo il tempo

ritardato ¢.=¢- Ir-r’//c
Quindi, il valore del potenziale

go(r,t)— I J-,O(r',tr)dr' /n un dato punto a un dato

r-r' istante dipende dalla densita’
o in tutti gli altri punti, a istanti
A(r t) _Hy J‘J (r L, ) A tanto piu” antichi quanto piu’ i

’ 47 |r-r' punti-sorgente sono distanti
dal punto-campo

| potenziali anticipati non si considerano perche’ violano
Il principio di causalita’

4re,
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Radiazione di dipolo elettrico- I

Modello di un dipolo: posizioni fisse, cariche variabili

I+ P S
+d r.=,r’—rscos@+| —
& r 2

0

2

S
s ./ r r_=\/r2+rscosé’+ 5

-q

Approssimazioni:
A S<<r
p(t) =q(t)s = g,k cos ax S<<C/w

1 1 1 1
r.= r(1$—£cosﬁj %—E—(li—ﬁcosHJ
} 2r A 2r
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Radiazione di dipolo elettrico - II

Potenziale scalare in P:
1 | gycosm(t—r,/c) q,cosw(t—r /c)
47e, r, r
Con le approssimazioni citate:

P(r,1) =

cosw(t—r.[c)= cos{a)(t— r/c) i%cos 6’}
c

=cos@(r—r/c)cos (%cos 6’) Fsinw(t—r/c)sin (%cos 6’)
c c

= cosw(t— r/c)i%cosé’sin o(t—r/c)
c
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Radiazione di dipolo elettrico - III

Il potenziale scalare si scrive:

o(r,1) = £ cosd [—Qsin (t— r/c)+lcos w(t - r/c)}
r

47e,r c

Osservazioni:

1) Il IT termine va come 1/#—analogo al caso statico
2) Il I termine va come 1/r

3) Se r>>c/w («<—zona donda) allora

o(r,1) = L0 cost [— sin a)(t—r/c)}
47e,r
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Radiazione di dipolo elettrico- IV

Per il potenziale vettore si procede in maniera simile, e
Si trova

Ar,f)=— ”ZZ(; ksinw(r—r/c)

Dai potenziali si trovano i campi Ee B:

) .
_,Uof:ow (Sme)cosa)(t—r/c)ﬂ
T r

2 (Smé’ jcosa)(t—r/c)(b

r

@ e ¢ sono i versori sferici
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Radiazione di dipolo magnetico - I

Spira, corrente oscillante, scarica:
¢=0

g A(r,t):fo J.Iocosa)(t—(‘r—a‘)/c)dl
V4 r-al

Con la geometria della figura:

ajf COS a)(t—(‘r—a‘)/c) y

I(t)=1,cos wx
m(t) = 7a’ 1 (K

A(r,t)zﬂlo ) 0s Pd ¢
4r

0 ‘r—a‘

= myK cos wx
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Radiazione di dipolo magnetico - II

Procedendo come nel caso precedente, con le solite
approssimazioni:

1) a<<r
2) a<<c/w
3) r>>¢/w zona donda

si trova per il potenziale vettore:

A(r,t)=— ,uzmoa)(sm Hjsin a)(t — r/c)(f)
TC r

24/01/2008 E.Menichetti 26



Radiazione di dipolo magnetico - III

Si ottengono i campi, il flusso di energia e |la potenza
irraggiata:

0A  um,@ (siné .
E=—-=2020 cosa(t—
ot drc ( r j (1=r/c)®

2 .
B=VxA =_,u0m0(20 (Smgjcosa)(t—r/c)ﬁ
4rc r

c | 4xc r

2 /. 2
S='u°[m°w s g cosa)(t—r/c)} r

Rapporto fra potenze per
e (sind Y dip. elettrico e magnetico:

2 3 r m ’ aq ?
327[ ¢ 4 Pmagn/Pelettr = —= R

C C
1 m o Po

- 4re, 3¢’
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Il campo E di un dipolo
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Onde sferiche

Il campo di un dipolo elettrico/magnetico oscillante, nella
zona d’onda,ha la componente elettrica e quella magnetica
con le seguenti caratteristiche:

1) Ee Bsono in fase

2) E e B sono ortogonali fra loro

3) E e Bsono ortogonali al versore r
4) E e B si propagano con velocita’ ¢
5) B=E/c

6) E e Bsi attenuano come 1/r

Queste sono le caratteristiche di un‘onda elettromagnetica;
si tratta di un’ onda sferica, che si propaga in tutte le
direzioni
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Dipolo elettrico: Flusso di energia

Calcoliamo il vettore di Poynting per il campo di dipolo el.:

2 /. 2
S:LEXB:’U‘){pOw (Smejcosa)(t—r/c)} r

47 r

My ¢
Media su un periodo:
/,uopga)4 sin” 6 o
\ 327[26‘ 2

r

e sull'angolo solido (= potenza irraggiata):

()= ) = |50 Oy

327%c 2
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Dipolo el./mag.: <8> vs. angolo

Intensita’ vs. angolo
Campo di radiazione di un dipolo elettrico oscillante
90

120 60

30 [ asse del dijpolo e’ a 0 gradi
Intensita’ max. a 90 gradi
Simmetria assiale

0
Nello spazio, la figura sembra
una "clambella” senza buco

330
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