Radiazione e Relativita’ Ristretta

V — Radiazione di multipolo
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Campi elettromagnetici variabili

Campi associati a cariche mobili — variabili
Diverse zone spaziali interessate

Vicino alle sorgenti: zona vicina
Prevalenza campi statici

Intermedia: zona di transizione
Prevalenza campi di induzione

Lontano dalle sorgenti: zona d’onda
Prevalenza campi di radiazione

Confronto fra dimensione sorgente, A, distanza
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Campi di radiazione

Termini nell’espressione di E,B che danno contributo al flusso di
energiaar—//

Perche’ questo possa avvenire, occorre che 'andamento del termine
di E,B sia //1/r, e non piu’ rapido. Infatti.

d® (energia) = S-dA= —(Ex B)-dA=—(Ex B)- fi r’dQ
Ho Ho

Se E,.B— Ocomelgfl3 ,.... alloBaxB — Ocoa%'e
r

r>r
— d®(energid_—, 0

r—oo

1

ré’

Interesse a calcolare i potenziali, dai quali si ricavano i campi

16/01/2008 E.Menichetti 3



Potenziali ritardati

Ricordiamo il risultato finale per le espressioni di gA:

5(r.)- 1 Ip(r' t-

ATE, r-r

ol

AT r-r

r'—r
t, :t——‘ tempo ritardato
C
Significato:
| potenziali in un dato punto, ad un dato istante risultano dai contributi
‘coulombiani’ (in senso lato..) di tutti gli elementi di carica e corrente,
ognuno preso all’ istante ritardato appropriato alla sua distanza
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Un’ osservazione centrale

L’espressione di E in termini dei potenziali si puo’ semplificare per il
termine di radiazione. Infatti:

i

Ll r>>r"'Zona di radiazione

E..4 dipende approssimativamente dal solo potenziale vettore, come B
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Sviluppo in serie - I

Consideriamo una regione spaziale nella quale si trovi una data
distribuzione di carica. Si puo’ scrivere:

' —r \ =Jr2+r?—=2 1 Ovr2-rd

r ]
2 + ...

Senso della cosa:

termini successivi nel fattore ‘coulombiano’ sono via via trascurabili
nella misura in cui le differenze fra i vari elementi di corrente
sono piccole rispetto al fattore preso rispetto all’'origine, ossia d«r
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Sviluppo in serie - II

Sviluppo di Taylor al | ordine attorno a t, della densita’ di corrente
(approssimata per grandi distanze):

. r rr
er',t— 0 r ,t——
C

—
ty

Senso della cosa:

1. Le differenze nel tempo ritardato fra i vari elementi di
corrente sono piccole rispetto al tempo ritardato medio

2. La scala temporale della variazione di ogni elemento di
corrente e’ piccola rispetto al rapporto d/c
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Potenziale vettore - 1

Sostituendo nell’espressione del potenziale vettore, si ottiene:

N I(Hrfh_,)[] 1) L)) re "]d\,/

47 r =t ot rc
t=t,

A risulta come somma di infiniti termini, che derivano dal prodotto dei
due sviluppi in serie indicati:

(1+rm+(rﬂ e +¢3j(r',t) r 0 +16ﬁ( 1)

2 r? "=t at | rc 2 ot
t=t,

rc r2 2 ot?

r € rO +16i () r(r'D

rc

-0
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Potenziale vettore - 11

Se si e’ interessati ai soli campi di radiazione, dominanti per NNt
' ' r
ri =j ¢ t) r“IEL<<j r( ',t)t:t se"— <1

t:to r

Wirrro r
5 ) se |—|x1

rc r ot 0 C r
t=t, t=t,

Quindi, per la zona d'onda:
j(l' l’t) t=t,
L 19 (rt)
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Potenziale vettore - I1I

Sviluppo in serie nell'approssimazione di cui copra:

7 10j(t) .. 110%(r"t)
A= ] {J(r Uatoa Mree

:tO

Quanti termini tenere nello sviluppo?
Supponiamo che la dipendenza di jda ¢sia sinusoidale:

j(t) =asinat

osu

rd ~ ] %1 wcosat * T a%
C C

2ITC
—C
A

rI

f IO |<2m (t)\‘;—l <j @) se y <1
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Interpretazione fisica
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I multipoli

In generale, il peso relativo dei termini successivi dello sviluppo
In serie e’ via via decrescente, ed essi possono essere trascurati

Se per qualche ragione un termine e’ nullo (di solito per motivi di
simmetria), allora i termini successivi devono essere considerati

Le caratteristiche (distribuzione angolare, polarizzazione, etc)
della radiazione dei diversi multipoli sono diverse
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Dipolo elettrico

Interpretazione di A4,
Manipolazioni vettoriali mostrano che

A, = 4‘7’; Ji€ ), av=- f;r

a - ! - —
o =0 0O 't)=
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Il termine successivo

Interpretazione di A.:
Manipolazioni vettoriali (estreme!) mostrano che

A, =———
47rc

' Vo
contr. aA52 contr. At
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Dipolo magnetico

AM1 = Ho id”(t)
* 4mc2 dt | _
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Quadrupolo elettrico

t ot2

t ot 0
qj{(fm)%mo{r at“j} = {0 [ ttor'J av

Nella zona di radiazione, fissare B significa fissare E: quindi modificare A
lasciando intatto B e’ lecito (questa e’ di fatto una trasformazione di gauge..):

2 2
A=t L) 08 by p A ot LD (e 001y,
4rrre 2 ot 34rtrc 2 o™ |,

:'[0

~
gauge: XA gauge =0 OK

34rrc 2 ( (Fo) —rf )F_ N TR arrc2 o _

.

d?D/dt?
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Il quadrupolo elettrico - I

D:j(S(Fm)" —r'?“),odv' quantita’ vettoriale
y /
Componenti dell'integrando:

d, : [3(?@ ) X —r'2x],odv'=[3(xx'-l-yy'-l-zz)k —r 2x],odv'

=[3(xx'x'+yy'x'+zz'x')—(x2+y'2+z'2)x}
d,: [3(?@)y—r'Zx]pdv':[B(xx'+yy'+zz')y'—r'2y]pdv'
:[3(xx'y'+yy'y'+zz'y')—(x'2+y'2+z'2)y]
d,: [S(fm)z—r'zx]pdv':[B(xx'ery'Jrzz')z—rQz]pdv'

4

:[3(xx'z'+ yy'z'+zz'z')—(x2+y'2+z‘2)z}
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Il quadrupolo elettrico - II

Definendo o di Kronecker :
G =3% X, =1 %5, '=x\y 'z i=xy Z 5 {0 =]

,]=1..3

Ttz

— di :qul Xj
j=x
g, : estensione dell' idea di vettore
Quantita' tensoriale;
9 componenti cartesiane::

prodotti delle componenti di 2 vettori, o di 1 vettore con se stesso
d; =0; tensore simmetrico, 6 componenti indipendenti

Y q;x; : estensione della definizione di prodotto interno

j=x
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Il quadrupolo elettrico - III

Q, :I(3>q X, = 'Zé'ij),o(r ) dv' momento di quadrupolo

Assumendo la densita’ volumetrica normalizzata a carica totale unitaria:

R —o(x2\=(y2\=(z? Se l'origine e’ scelta nel baricentro della carica:
Qu < > <y < > Le componenti misurano la deviazione della
Q, = 2< y 2> - <x 2\ _ < 7 -2> distribuzione di carica dalla simmetria sferica
Y Esempio:
Q, :J'[Zz'z—(x'2+ y'z)}p(r ')dv'
Q,>0 Q,< 0

oblato
prolato 2
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I campi £ e B: dipolo elettrico

Siamo interessati alla zona d’'onda, nella quale i soli contributi

che contano sono quelli /A/r.
Tenendo solo questi termini, si vede che i campi E e B che

sopravvivono all’infinito sono:

E(r,t):”oHr G‘M}dp(t)} - LofTBL) (s6);

47| dt? r

A7 dt? dt?

B(r,t) = _ﬂo{r x dzp(to)} to |9°p(t) (Sinejﬁ)

47mrc dt? " amc| dt? r

dove la Il espressione si ottiene scegliendo l'asse z lungo
I'accelerazione del dipolo
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Vettore di Poynting e potenza

Si calcola direttamente:

1 0°p(t,)| ( singY’
S=— ExB=_—to |7 N0 ( j?
A 16mr°c| ot r

E nel solito modo si calcola la potenza irraggiata:

2 2 2 2
P — Ismaz /’IO a p(ztO) — 1 23 a p(ZtO)
6rc| ot 4rE, X°| Ot

NB: i termini //1/r2, 1/r3,...non contribuiscono a P
- OK trascurarli!

nella quale come si vede compare I'accelerazione al quadrato
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Pattern angolare dei primi multipoli

Esempi, non esaustivi:

Quadrupolo

(Grafici da Jackson, Classical Electrodynamics)
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Intensita’ primi multipoli

Radiazione di dipolo:
Elettrico. E1 Magnetico: M1

2

d _[_1 zﬁd i d :('L’szﬁdzu sin* @
dQ |47, ) c*|dt dQ \4m) c|dt?

t=tg

1 2 |d%p| s 2 |dm] 1 2/1\d2

4;75 3C3 dt2 471 33| dt 2 LY &U dt 2

Radiazione di quadrupolo:
Elettrico: E2

d _((1)& 1 |, dD
dQ |4, ) ¢ 96’ -

z/\ (d Q.Jj

4773 X\12@7 4=
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Multipoli elettrici/magnetici

E vs M:
Distribuzioni angolari: simili per multipoli dello stesso ordine

Intensita”: Ly = Aiz, A costante legata a rapporto grandezze
C

E lIstesso ordine

Polarizzazione: diversa (non approfondito)

Parita’: opposta (non approfondito)

Ordine m vs ordine m+1:
I |

M (n-+1)

2
E(n+1) N[§ , a dimensioni lineari, A lunghezza d'onda
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