Scattering
Cinematica Relativistica

lIl — Evoluzione temporale, perturbazioni, regola d’oro n. 2
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Scattering in MQ

Scattering:

Mezzo principale per lo studio della struttura dei sistemi microscopici
Sistemi microscopici:
Richiedono l'uso della meccanica quantistica

Due approcci diversi per un unico problema:

Formalismo indipendente dal tempo
Processo stazionario (fittizio, ‘somma’ di tanti processi non stazionari))

Formalismo dipendente dal tempo
Processo non stazionario (reale)
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Evoluzione temporale in MQ - |

Stati e osservabili:
Diverse descrizioni equivalenti per I'evoluzione temporale

Tutte forniscono gli stessi elementi di matrice per le osservabili, uniche

guantita’ fisiche confrontabili con le misure

Operatore fondamentale:

U(t,t,) Operatore di evoluzione

Unitario, noto anche come propagatore

Poprieta’ generali di simmetria portano a specificare U
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Evoluzione temporale in MQ - |l

Eq. differenziale cui soddisfa I'operatore U

oU (t,t,)
ot
U(t,,t,)=1 Condizione iniziale

in =HU (t,t,) Eq. differenziale

Caso 1: H non dipende da 't
—U(t,t))= g
Caso 2: H dipende da t, e [H(t,),H(t,)]=0

—;JH(t')dt'
—U(tt)=e ©
Caso 3: H dipende da t, e [H(t,),H(t,)]#0

U (t) =23 o ate f o (8 H(w)- ()
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Evoluzione temporale in MQ - I

Es.:H =ac-B, B costante

—i—H (t—to) —%G-B(t—to)

—U(t,t)=e? = e
Es.:H =ac-B, B variabile in modulo, costante in direzione

—7;] H(t")dt’ —i;;‘ aX] Bx(t')dt'—i—ay] B,(t) dt+o Z] B t) dt
—U(t,t))=e ° —e ' ° ° °

Es.:H =ac-B, B variabile in modulo e in direzione

Non discusso (v. prima)
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Evoluzione temporale in MQ - I

Descrizione di Schrodinger:
Gli stati evolvono nel tempo
Le osservabili (operatori) restano costanti

L’operatore di evoluzione
(1) =V (tt)|v(t)) agisce sugli stati

- ih%(u (t.t)| % (t))) =H (U (t.t,)|%(t,))) Ea. di Schrodinger

) =e " fu(n)

Os(t)=0(t)

— (0()|0s(t)](1) =5 (¥ ()]0t (1) ;= (¥ (t)| U (t 1) O ) U(t )| ()

+lH(t t

~ p)0u(v]u() = (vt e o(y) e )
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Evoluzione temporale in MQ - IV

Descrizione di Heisenberg:
Gli stati restano costanti
Le osservabili (operatori) evolvono nel tempo

(1), =¥ ()

L’'operatore di evoluzione
O, ()=U(t, ) ()tho) agisce sugli operatori

(g e

H(t—to)

— 0O, (t)=

—ih do(';t<t> =0, (t),H] Eq. di Heisenberg

H(t—t) f—Ht —to)

(B 0[0L ]u(), =(p(u)e ™ oy er

¥ ( t))
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Evoluzione temporale in MQ -V

Esempio: Mom. magnetico in c. esterno costante
H=—u-B

1 1 (01
B=(B,0,00» H=—-=uBr,=—=uB
( )— Lt et [1 o]

Operatore di evoluzione:
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Evoluzione temporale in MQ - VI

Descrizione alla Schrodinger:

ww»{ﬂ
co{“—thJ i sir[“—th]

isin[”—ZBt cos{“—th] i sirE“—t]
M0=y®=%
— (0 O]9} (0) = (w9 (1)
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Evoluzione temporale in MQ - VII

Descrizione alla Heisenberg:

o(0)=lv o))
1 cos[“—th] — sir[“—th] [1 OJ co%%?’t] i siEfL?Bt]

sz(t):UT(t)Sz(o)U(t)ZE —isin[u—Bt] cos[“—Bt] 0 -1 isin“—Bt] cos[“—Bt]
2 2 2 :

1[ cos(uBt) i sinuBt)

— s, (1) :%[COS(M Bt)o, — sin( Bt)ay] " ol sin(uBt) — coguBt)

~{(1(0)]s,(8](0) = 5 conBr

Stati e operatori evolvono diversamente
Gli elementi di matrice sono identici
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Rappresentazione di interazione

Rapp. di interazione (Dirac):
Intermedia fra descrizione di Schrodinger e di Heisenberg
Utile quando

H=H,+H"

H, termine libero
H’ termine di interazione

Evoluzione di osservabili e stati:
Entrambe le categorie variano nel tempo

= ele), = H, o)

do .
d—tIZI[HO’Ol]
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Sviluppo perturbativo - |

Operatore di evoluzione: diverso per stati e osservabili
Evoluzione osservabili: generata da Hamiltoniano imperturbato

O ()=U""(t)Q (1)U (tt)= €™ Q (1) ™
HI ' eiHo'[ H 1 e—iH({
Evoluzione stati: generata da perturbazione

. d. s Ll Eq. differenziale per U: ?7?
' auf ) (t’to) — H| U|< ) (t ’to) Senso chiaro se si considerano i1 suoi elementi di matrice:
Normali funzioni di t

Cond. iniziale:
U (t,,t,)=1 Op. identita’

Soluzione esatta difficile da trovare, tranne in pochi casi
Quindi: Approssimazioni successive
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Sviluppo perturbativo - Il

Trasformazione:
Eq. differenziale + Cond. iniziale — Eq. integrale

. d, (s w (s ‘
'auf)(t’to):H Ul()(t’to)

U (t,,t,) =1

t
U () =11 [ H, )V (t 't,)dt
b

Eqg. integrale: Soluzione iterativa

Si sostituisce nell'integrale a U,(S) una sua approssimazione

Ordine 0: U'¥ =1
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Sviluppo perturbativo - Il

Operatore di evoluzione come somma di contributi perturbativi:

— nzo_cgul(n) (t)

Per semplicita’ di scrittura:
Ordine O: Si prende nell'integrale U, (t)=0 t, :0,}2{
—U%(t)=1 — U (L) —U, (1)

Ordine I Si prende nellintegrale U, (t')=U" (t)=1
t
=i [dtH, (t,)
0

Ordine 2 Si prende nell'integrale U —|fdt1H

= fdt H, )LtlfdtzH, (t,)

etc
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Sviluppo perturbativo - IV

Interazione a tempi lunghi, nel passato e nel futuro: nulla
Quindi:

i),/ f): Stati asintotici, autostati di H,
Ampiezza di transizione fra |i) e |f):
e iHoto ‘ >_e|Et0‘ >

< ‘ +|H0t:< ‘ +IEt

ZA. tt) = (U (t5)]0)

H, (t) = e'HOt H'(t)e™?
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Sviluppo perturbativo - V

Primi termini nello sviluppo perturbativo del’ampiezza di transizione:
( ) < M> +'Et Eto) (Sfe“E(t to)

A (1) =—i(f] f dte"™ " H'(t) e[ )

2 (t,t,) = (— \fdtlfe“E “H(t) e @Mz H( f) @5t df =

Ze'E I IE: {| 2, a=0,1,..}: Insieme completo di stati base

AﬂttO: ZfdtlfdtJﬂEf tl f‘ ‘a>éE Et2 )‘)

a tO

La somma su a e’ sugli stati intermedi in cui si puo’ trovare il sistema
fra le 2 interazioni con la perturbazione
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Sviluppo perturbativo - VI

Quadro semplificato:

*All’ordine perturbativo n-esimo, il sistema evolve liberamente, interagendo
attraverso n ‘collisioni’ istantanee con la perturbazione

*Gli istanti delle ‘collisioni’ non sono definiti, quindi si somma su tutti gli istanti
possibili

Per n=2, il sistema rimane, fra due ‘collisioni’ successive, in uno stato
intermedio (virtuale) violando la conservazione dell’energia

Lo stato intermedio non e’ definito, quindi si somma su tutti gli stati possibili

t Stato finale

A

tWUUUUU
|

Stato iniziale
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Perturbazione costante

Si considera il caso in cui H' non dipende da t:

AL ()= A (L) =—i(f] f dte™" H et | |

= A () =—i(f|H '\i>]dt g(E B
Aﬁ — fdtifdt +|Ef tl f‘H‘a>é|E Et2 )

a to

— AP (t to):(—i)z a)(a| H1i) fdtifdtj'E B gilE B
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Matrice S

S =( 1])=5,

Limiti un po’ complicati...
Si possono fare con vari trucchi
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Una rappresentazione della o

sinly x)/(x =)

§
| '|.‘=3

0.8 | |

0.6+ |

. SinvXx .

6(x)=lim oal V=

1 e, i} "‘I;.-'JII‘Ill [ | Ilrl N romma .

AT Sl ..-f‘\..[.--.,_,-"UU'llyl ‘\IJIU VAT S ol |
|

v—=00 X

T 5 o 5 10 15 X 20

X
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Matrice T

Si possono (in pratica solo idealmente) sommare tutti | contributi

perturbativi, ottenendo:
Sy = 05 _27Ti6<Ef - E) T =6-M

T e’ la matrice di transizione
Nella matrice T, scorporati:

Contributo di non interazione
Fattore cinematico legato a conservazione dell’energia

Limitandosi ai primi 2 ordini perturbativi:

SIS M

+ ...
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Probabilita’ di transizione - |

_ Vo (BBl _ o SiEi(t-t) All'ordine 0 la transizione avviene solo se i = f,
Af' ( to) <2 \]Me o Ossia: Ordine 0 = Nessuna transizione
7 (b)) =1
£, (t—t) (ty) e*iEi(t*to) o B (t) _
AP (t,1,) —|fdt1ef VF| H ) e = = E (1| Hi)
—E
e—|Ef(t—to) (e i[E; (t—to)— ¢ (t—1to)] _1) Im
Wt t ) =|(f|H]i
< tO)‘ ‘< ‘ ‘I>‘ Ef _ E é ei(Ef—Ei)(t—to)
+i(E¢~E )(t-1)] 1 1 Re
— ‘<f ‘H I‘I>‘ E. _ E Z= ei(Ef_Ei)(t_tO) -1
f 4 :Zco{n—@ - E)(t—to)}
sinZ(Ef_E)“_%% ’
a0 e =lf I 2 _oond (B —E)(t-1)
|( tO)‘ ‘< ‘ ‘I>‘ [Ef_E]Z =2co 2 2
2 _ Zsin|:(Ef - E)(t—to)}
2
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Probabilita’ di transizione - I

@ 2 , Sin’ <Ef - Ei2><t_ g = o8-
J(t) =|(f|H — =]
AT () =[(f[HTi) ——
2 ) |
2 sin| = 5 (t_toﬂ 853_ — -
W, =i flHTI - g2l
=t KR e
2 q-0—20 —iO ll) 1‘0 20
—W, =2 (t=)|( f| H1i) 8(E, ~ E)
Prob. di transizione per unita’ di tempo:
W NE . . :
W, = ——— = 27r‘< flH |>‘ cS(Ef - E) All'ordine 1 la transizione avviene se E, = E;

t—t,
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Probabilita’ di transizione - |l|

Prob. di transizione per unita’ di tempo, al Il ordine perturbativo:

Wfi:27T< ‘H“>+Z< ‘H‘ ><2H‘> 6<Ef_E‘>

Quando e’ importante considerare ordini perturbativi > 1 ?
a)Quando I'elemento di matrice al | ordine e’ =0

(P.es. per motivi di simmetria)
b) Quando e’ necessaria elevata accuratezza

Nota importante:

Tutti gli elementi di matrice di processi relativistici fra particelle reali sono
come minimo del Il ordine; quelli del | ordine non conservano Ep
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L'arte del gioco di prestigio

Ricordando:

. SinvX . Sinvx

lim >~ :6(x), im—2>_Y
vooo X x—0 7'(+X m

Si trova, in modo poco rigoroso:

Si”[izx] sif | h °

@_25@) 22.5(x)

lim
V—00 L LX 2 LX T
2 2 2
E.—E
sin’ f2 5 (t—t,) t
= Jim = ET =27 (t—t,)8(E, — E)
o

1) Avere a fattore la dcostringe la funzione ad assumere il suo valore limite per x - O

Hmmm....

2) Il limite per t-t; — o contiene il fattore t-t,, evidentemente divergente: ma questa e’

solo I'approssimazione all’'ordine 1
Hmmm...
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Regola d'oron. 2 - |

Trattazione svolta: Stati |In) e |Out) appartenenti allo spettro discreto
Molto spesso: |Out> appartenente allo spettro continuo (cfr. scattering)

In questo caso:

Prob. di transizione verso uno stato — Prob. di transizione verso un
gruppo di stati

Es.: Diversi stati finali con la stessa energia E.. Allora:

W= 5w, = 3 2nf( 1(n| Vi 5( & - B

n=1,N n=1,N

NB Nel caso di transizioni verso lo spettro discreto, la presenza della
o e’ ovviamente alquanto fastidiosa...
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Regola d'oron. 2 - I

Se gli stati finali costituiscono un continuo:
Prob. (infinitesima) di transizione verso un “intervallo (infinitesimo) di stati”
Al | ordine: regola d’oro n. 2 (Dirac, Fermi)

dW = 2r|( f|V]| MZ(S( E — E) dn nvariabile continua

NP 2 d
sz_t/‘fzw\mv\ I5(E —E)dn= [ 2el( f V] 6( & - E)ﬁ dE

—w =2x( 1]V i

"le =g

Nel caso di transizioni verso lo spettro continuo la ddi fatto scompare

= Densita’ di stati finali/Intervallo di energia; Fattore di spazio delle fasi
f

Fattore puramente cinematico (non dinamico) caratteristico dello stato finale

Incremento del numero di stati finali accessibili al sistema per incremento

unitario dell’energia disponibile
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|| fattore di spazio delle fasi - |

Significato:

Incremento del numero di stati finali accessibili al sistema per
Incremento unitario dell’energia disponibile

Esempio 1: Mode counting

Stato finale : particella libera, vincolata “in un segmento” 1-
dimensionale di lunghezza L

¥(0)=1(L) Cond. al contorno periodiche — €° =1=¢é¢

— KL=2nr — k= 2—: n

21h L L
p=hk="" = ps dne—— d
P L o D o P

Fattore di densita' degli stati:

p° m L | m dn L [ m
E=— =v2mE— d — dE—= di= dE =
om P e Y= >h N 2E  dE 2k \ 2E
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|| fattore di spazio delle fasi

Esempio 2: Mode counting
Stato finale: Particella libera in una ‘scatola’ 3D

¥(0,y,2)=v(L,y,2 Cond. al contorno periodiche — &°=1=&"

—kL=2nm— KA—ZTW
27Th L L
p,=hk =——n — n=—- dn=——d
K, n = h R — an 27rﬁ R
27rh LY L
— —h - n—oNnN=——n— ——d —dn= d’p=|— dpd?
ky Y Y 21h B Q, b [27?] P [27?] pz P
27Th L L
p,=hk,=—n— n=— dn=—— d
= e = P dn=o o d

Fattore di densita’ degli stati (unita' naturali) :

2
E=P — p=v2mE— dp=|-= dE
2m A=

LY [m LY
—dn=|—| 2mME|— dEd) =|—| ™2 mEdJEd
[27r} 2E [Zw
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|| fattore di spazio delle fasi - Il

&

Bulk Quantum Well Quantum Wire Quantum Dot
w4 3D w4 2D w4 1D @ 4 OD
Q Q B o ‘
> - > >
E E E,.E; E E E. E E, E E E, Eur Ewz Eys E

Density of states in three-dimensional (3D), two-dimensional (2D),
one-dimensional (1D) and zero-dimensional solids (e.g., artificial
semiconductor structures)

The density of states of a solid (a metal, semiconductor, magnet, or
superconductor) largely determines its physical properties
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