Scattering
Cinematica Relativistica

V — Trasformazioni di Lorentz, 4-vettori, impulsi e angoli

13/05/2009 E.Menichetti - Univ. di Torino



Trasformazioni di Lorentz

Per due riferimenti in configurazione tipica:

X':X y y’
y'=y
z'=y(z— fct)
t'=7/(t—£z) Y
C

1%
'B_Z 2,2
y = 1

1—,82

TdL: legano coordinate di un evento in due sistemi di riferimento

Estensione dell'idea di punto geometrico: Fenomeno localizzato nello spazio e
nel tempo

Es.: Flash luminoso, decadimento di un atomo eccitato
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TdL e rotazioni - |

Rotazione : lascia invariata la distanza fra P e O

=)+ () +(2) =) + () + ()
r:Distanza euclidea

Trasformazione di Lorentz: lascia invariata l'intervallo fra E e O
0

s° Z(Ctl)z_(x1)2+()’1)2+(zl)2 =(Ct'1)2_(x'l)z_(y'l)z_(z'l)2

s:4-intervallo

Forte analogia geometrica:
Forma quadratica in 3D vs 4D

Importante differenza:
Segno
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TdL e rotazioni - |

Rotazioni in 2 dimensioni

x'=xcos¢+ ysing
y'=—xsin®+ ycos ¢

_>xv2_|_y|2:x2_|_y2

In forma di matrice:

cos¢ sing|(x
—sing coso||y
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TdL e rotazioni - |l

Per un angolo infinitesimo:

(RSN S A
y=—¢x+y () (=6 1)y

Normalizzazione:

rr=x+y

rir'=x"+y”

= (x+0y) +(~px+y)

=(x* 7] (1+0?)

Rotazione infinitesima con normalizzazione:

el
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TdL e rotazioni - |V

TdL infinitesima in 1 dim. spaziale + tempo

ct

IB / ct ' 6 t
[ . OC

ct'=—F,x+ct

2,2 2 2,12 2
—Cct —x"=ct"—x'

In forma di matrice:

x' 1 =5, x
" = 51 e B, € la velocita’ infinitesima di S”rispetto ad S

13/05/2009 E.Menichetti - Univ. di Torino 6



TdL e rotazioni - V

Normalizzazione:
a-a=c’t’ —x’
al.al: CZth_x|2

2 2
= (ct — Box) — (x — Boct)
= <02t2 —x2>(1—6§>

TdL infinitesima con normalizzazione:

x') 1 1 =B, x

ct'| /1_55 -6, 1 )lct
Che cos’e’ g ?

Equivalente, rispetto a TdL, del vettore posizione r rispetto a rotazioni:

coppia di numeri reali con prefissata legge di trasformazione rispetto a
TdL. In 3+1 dimensioni viene chiamato 4-vettore
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TdL e rotazioni - VI

TdL finita:

XVJ: C(ny) —S(n,)
ct' —S(770> C(770>

2,2 2
a-a=ctlt —x

.

a-a'=c’t”—x"

— (ctC —xS)2 —(XC—CZS>2

= (c2t2 —x2><C2 (?70)—52 (ng))
TdL finita con normalizzazione:

C* (1) —8*(m) =1
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TdL e rotazioni - VII

Che cos'e’ n,?

Osservazione:
Per 2 rotazioni in successione, gli angoli di rotazione si sommano:

¢:¢1+¢2

Per 2 TdL in successione, le velocita” non si sommano (v. somma
relativistica delle velocita’)

B=0+0,

n, parametro aaditivo della TdL, per ora con significato non chiaro..
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13/05/2009

Funzioni adatte:

Mo o
C(no) = cosh ), :%

Mo __ ,= "o
S (n,)=sinhn, = %

x'| [ coshn, —sinh7n,|fx
ct'| |—sinh 1, coshn, |lct
Limite infinitesimo:

1
e =147, +5n§ +...

eTlo _|_e—770 1 5
coshn,=—=1+—n;+...
Mo > 2770
—><
) eﬂo_e—ﬁo
smhnozT:no—i—...

Proprieta’ funzioni iperboliche:

sinhx e —e *
tanh x = =

X

coshx e 4e
tanhx =x+...
cosh’ x—sinh* x=1
1

\J1—tanh® x

cosh x =
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TdL e rotazioni - IX

n,Si chiama rapidita® come anticipato, parametro additivo della TdL

1 —tanhn,|(x| 1 1 —tanh7, |( x
—tanh 7, 1 ct] \/1 —tanh’ 75, (— tanh 7, 1 ct

xl
— [ v] = cosh 7,
ct

— 50 :Z: tanhno
C
Verifica TdL infinitesime: Rapidita’ infinitesima ~ Velocita’

tanh 7, =1, +... — tanhn, = 3, ~n,

Ulteriore relazione fra TdL e rotazioni:

el L e M e_i(”?o) + ei(”?o) .
coshn, = 5 = 5 = cos (in, )

6770 _ 6—770 e_i(”?o) _ ei(ino)

sinhn, = S = 5 = —isin(in,)

Le funzioni iperboliche sono equivalenti alle funzioni circolari di argomento (angolo)
immaginario
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4-vettori - |

Insieme di 3 grandezze che si trasformano per rotazioni come le 3
componenti di r : 3-vettore (spesso chiamato vettore)

Insieme di 4 grandezze che si trasformano per TdL come le coordinate

spaziotemporali di un evento: 4-vettore ( a volte chiamato vettore)

Singola grandezza invariante per rotazioni: 3-scalare (spesso
chiamato scalare)

Singola grandezza invariante per TdL: 4-scalare, invariante o scalare
di Lorentz (spesso chiamato scalare)
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4-vettori - |

Non tutta la storia:

1) Insiemi piu’ complicati di grandezze, che si trasformano come
prodotti di componenti di 3- 0 4-vettori: 3- 0 4-tensori

i) Insiemi di grandezze che si trasformano per rotazioni o TdL in modo
diverso dalle componenti di vettori: spinori

Importanti, ma non considerati in questo corso

13/05/2009 E.Menichetti - Univ. di Torino 13



Componenti co- e contro-varianti - |

In uno spazio qualsiasi (non necessariamente Euclideo):
Piu’ di un tipo di componenti per ogni dato vettore

Es: Assi cartesiani obliqui nel piano

Per gli assi blu:

Componenti controvarianti: quelle in blu
Componenti covarianti: quelle verdi X
Per gli assi verdi:

Componenti controvarianti: quelle verdi
Componenti covarianti: quelle blu

Spazio di Minkowski: Pseudo-Euclideo
Ogni 4-vettore ha due tipi di components
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Componenti co- e contro-varianti - Il

In termini delle componenti di un 3-vettore euclideo (v, v, v ):

Xy 7z

v“:(vo,vl,vz,v3)=(v v vy,vz) Controvarianti

t? " x?

Vlu = (VO,Vl,Vz,V3) - (Vl’_vx’_vy’_vz) Covarlantl

p = (v0)2 —(v1)2 —(v2)2 —(v3)2 =v"v, =v,»* Norma o modulo del 4-vettore

1 0 0 O

g, =g = 0 -1 00 Tensore metrico
v O 0 -1 O
O 0 0 -1

MoV _ 4
—>Vvi=g"v,v, =g,V
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TdL vs. Rotazioni

Trasformazioni lineari di coordinate
Rotazioni: in 3D

TdL:in 4D

3-vettori 4-vettori
Operazione: Invariante: Operazione: Invariante:
Rotazione degli assi Distanza fra 2 punti Trast. di Lorentz Intervallo fra 2 eventi
Metrica: euclidea Segno: +,0 Metrica: pseudo-euclidea | Segno: +,0,-
Tipi di componenti: 1 Cartesiane Tipi di componenti: 2 Controvarianti, covarianti
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4-impulso

4-vettore piu’ importante in reazioni relativistiche: 4-impulso

p=myv impulso relativistico
E=m’c*+ p°c’ energia totale relativistica
" =(E.pc)

2 2 2 2 2 4
p =E —p°cc=m’c

TdL delle componenti del 4-impulso: caso tipico S’ = CM, S = LAB

S—S’ S’—S
p.'=p, p.=p,
' =v(p - BE) n=v(p+BE')
E'=y(E-pBp) E=y(E+Bp,)
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Trasformazione del 3-impulso -

3-impulso: modulo fisso, direzione qualsiasi nel sistema S* = CM

Sfera degli impulsi in S*

*) *2 *2 *) *2 2
p tp - =p . +p +p =k

pJ_:pj_

Tl p”=}/(p|]k+,3E*)%p|T }/p” BE

3-impulso: modulo dipendente da direzione nel sistema S = LAB

Py Ellissoide degli impulsiin S
, ____ __¢_ e Py — k2
;’:\\ o ( ~PE j )
p: (n _'57E‘) _
— 2+ —=1
k v’k
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Trasformazione del 3-impulso - |

S T Sy Sfera — Ellissoide

\ 2) Spostata: Centro  gv£°
Distorta: Fattore y lungo z

3 situazioni possibili:
B < : Ellissoide interseca piano p,
Relazione impulso-angolo: 1-1

G: vel. TdL
5> [ : Ellissoide nonintersecapianop, | |p| |

: : B =-—-: vel. particella nel CM
Relazione impulso-angolo: 2-1 E

Caso limite fra i due precedentsi
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Trasformazione degli angoli

cosf = *zp” — .sin@ = *fL — ., tan Q :p—ﬁ
p|| + pJ_ p|| + pJ_ px
cos 6 = ——! sin @ = 24 tan @ = by

\/ p||2 + pjz_ p||2 + sz_ px

Angoli in S* in termini di quantita’ misurate in S:

* - E * * '
cosf = A% '82) =,sinf = Py —— . tan ¢ =pﬁ=py=tan¢
J¥(p, - BE) + p! 7, - BEY +p? P. P
—tan @ = P = psing —tan @ = sin ¢
\/}/(p||—,BE)2+pi y(pcos@— BE) y(cos@—ﬂ/ﬂpart)
...e viceversa:
tan @ = s:n 0 -
}/(COSQ +18/ﬁpart)
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Trasformazione degli angoli - I

Theta LAB vs Theta CM
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2 diversi angoli nel CM per ogni angolo nel LAB
Angolo limite nel LAB
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ThLAB vs ThCM ThLAB vs ThCM
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Relazione impulso — angolo nel LAB - |

Per una particella emessa nel CM con angolo qualsiasi e impulso fissato
(p.es. decadimento o scattering in 2 corpi

Py :pi
Py :7/(p|T+,BE*)
E= V(E* +,BP|T)

E =-)Bp, +VE
— E =—yBpcos@+yE =—yBpcos@+ym’ + p’

Attraverso una certa quantita’ di algebra estrema:

_ cosé S B ﬁz an’
pP=Dp ;/(1—,5200829)[,3*1_\/1—'_72[1 (ﬁ*jjt 9}
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Relazione impulso — angolo nel LAB - I

5 _ Condizione sempre verificata quando la particella ha massa
ﬁ > ﬁ: 1 SOlUZ|One I’ea|e e +va | zero: fotoni, neutrini

— 1 valore di impulso per ogni angolo, 0<8<

.

B < B: 2 soluzionireali e +ve
— 2 valori di impulso per ogni angolo, 0<6<6,_

max
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